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v := [v(1), v(2), . . . , v(d)]′
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(
V · s) ¢cµC�����@���z���f���@���]���`�������U�U�©­`�4�"���`�À�`�V�.�_�����V� :=
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z =

(z1, . . . , zT ) := ((
V

1, y1), . . . , (
V

T , yT ))
�'���V�6�@�����4���@�Ý�_�����`���.�_�`���`V��������`�&���`���.�_�`�������#�V���

X ⊆ R
d �_�`� y

�������`�& ª�_«£�� ����#�V��� Y ⊆ R
¢±µ¥�6�V�4��­@�+�&���#�_�±���`�����.�_���@���@�Ý�4��¸¾­`���`���6�_¨

T�Ê�`�_�6�@ ���� �
= ((

V
i, yi))

T
i=1

�_�4�f���.�u�"�¥¨Æ�4�V� �_�¥­@�@¡¦�`�u�"��������������«@­@�����V�
Pz
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���`�� ����`�u�_�r�4���R�4���4�4���V�¥�4���������@�Ý���`�6 ��u�_���@���@�Ä�_ ��O�V�������@�í­@�:�`�_�4���È���4�È�)�����R�¾��³O�����4�V� G ∈ R
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t
��� � �V�����V�4�����@�F�4�Ý���`�f�����4�V�r�f�V�@�+�@�4�������������@�

yt
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�@�4���������4�V�Âî
ŷt = (

G · V t)
ï.¢§ÁS���� ª�V�4���Ø×#�u�_�����V�	�U�z�"�����¥�4�F�u�_�4���O�V�����.�R�c�V�&�����4�������6���#�_�4�R�c���`�
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y
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m = 2

Éx�V�±«@���#�_���F ª�_«:�� b�u�V�4�&�"�`���4�
y ∈ {−1,+1} ¢�µ¥�8�@�@�¾�`�u�)��³O���u�¦���V�`�4���@���b���`�8�u�V�4�8�_¨'�����4�������6���#�_�����@�����`�"���`���.�_�`�����b���¹�4� m�� ª�V�4�4���U���f���@���U���`�������uû¹�U�À�R��³O�À�+�V�4�À�@���.�_�� :�V�z�`�»���)�À�@�Â���#�_�U ª�_�4���u¢�ã2�`�x�� ª�V�4���Ø×#���)�U�����R�¹�
³O�����4�V� G ∈ R

d �@�Ê×`�`�������`� d
Î|�����+���`�����V�#�_ "�¹�¹�:�����@ ª�_�`�@Ü { V : (

G · V ) = 0} �"�@���.�����&���`��@�����������V�§«:�V­@�`�`�_�����V�4�4�¦���ª�_�4���z�"���������`�x�¹�¹�:�V���`�������
h(

V
) = sgn (

G · V )
�¦�"�`���4�

sgn(v) = 1�Ø¨
v ≥ 0

�_�`�
sgn(v) = −1

�Ø¨
v < 0
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yi = sgn (

T · V i)
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Ý
γ

Þàß-á�â�Þ/ã�Þ¡Þàß ämå(âçæ è@é�êHë6ämê�ìÊß æ�ë

í : Ý · í = −1
í : Ý · í = 1
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�`ú6â�ä�únìçë�üZämë6ê�ämë�üÒë6æ@þmâ�æ�å~âçæ�ü.þ�ß æ�ú6ë�üZâçæ −1 únìÊß(ümü���


������������������������� ��!���"#�$��%&�(')����*+�,�.-/�0!0����12'.������34�5��")���01�6879��:�"#��1��0%;�01#1���<�������"2���4�.��� 1���"#� �+:5<�=����>�	?@�#1A�< ��6B��� "#���+�>'.�C���D��� �$-���:�E4�$��%
+1

��"��+< < ��<GF



t � j�k]Å)iHÆ�ÇHÈ(k]É]i j

¯7°�H ÌÎµÁ¼7¹�º#¸�µÁ¹yÍJILKOµZ¸)I-ÍÂ¸)M ¼S²#¾+µ

ÁS�Ý���@���©�4���������V�d�)�r�@�Ê×`�`���_�`�F�����4��­`�4�8���Øô'���4���¾�À�+�u�V��­@�4���©�_¨��£���Ç¨t�V���f�_�`���È¨t�V�"­`�4�È���Ý«:�V���
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y
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ŷ = h(
V
)
�I���`�

ºu���4�_Î|�V�`�r ��R�.�2���"�R��³O���d«¾�
l0−1 (y, ŷ) := I(y 6= ŷ).

Å ¯ ¢ ¯ É
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Remp(h,
�
) :=

1

T

T
∑

i=1

l0−1 (yi, ŷi) .
Å ¯ ¢ ÑOÉ
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R(h,Pz) :=
�

z(l0−1 (y, ŷ)).
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γ Q (
G
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γzi(
G

) := yi (
G · V i)/‖
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γ Q (

G
) := min{γzi(

G
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¨Æ­@�`�������V� T	�"�@���4�����À�.�_���F�4�f«£�Â���F���`��*_ÿ������"��� �.�@ý��.ÿ�¢Àã2�`�Â³O���4�����V�a���#�V���
V (

�
)
���8���`�&�4���

�_¨]�¹�¹�:�V���`���4���È���V�`�������4���¹�È�"���������`�����.�_���@���@�d� �_�6�@ ��R¢rÁ|�����`���u�V�4�&�_¨U ����`�u�_�È�� ª�V�4���Ø×#���4�»�:�U�
���V�`�����@���

V (
�
)
�4�6«:�r����­@«`�4���©�_¨����`�±�U�����R�¹�x�4�#�V���R®

V (
�
) := { G ∈ R

d : sgn (
G · V i) = yi

¨Æ�V�©�_ � 
(
V

i, yi) ∈
� } .

Å ¯ ¢ Ë¹É

ÃÀ���_ ��4�����#�_����³O�d�_�@�@�4�O�V�.�\���&���`���V�4�.�¹���ª�_�4�����4���R�4���4�����V���@�4�V«@ ����d�b�"�`���4�Ý�F�@�4�������������V�
f(

V
) = (

G · V )
�_¨"���`�f�R��³O���

y
���Â�f�V�@�R¢Äã2�`�f�O���`���.�_ )�+�u�V��­@�4���_¨8�£���Ç¨t�V���f�_�`���z­`�4���¥���

�4���R�4���4�����V�§���U���`� �+ÿ4ý��ö�,R)'�ý���ÿ,4§ÿ��������xÅÆ¿¬¤¦�UÉ]�R��³O����«¹�f�
z

[

(y − (
G · V ))2

] ¢�ã2�`�x�V«�����������³O�
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���2×`�`�Ý���`� G ∗ �4���6���@���6���.�r���`�È¿¬¤¦� �@�Ê×`�`���Ý«¹�
G ∗ := argmin X �(Y ,y

[

(y − (
G · V ))2

]

.
Å ¯ ¢ ÙOÉ

ÁS�'���H�`�V�I�V«¹³¹���V­`�[�"�`�����`���I�4���R�4���.�����V�Â�V�I�� ª�V�4�4�Ø×#�u�_�����V�&�_�4��«:�����4���[�_�H�@�4�¦��­`�����@�À�����4�V�'¨Æ�4���
�����4�������6���#�_�����V�H¢bâc���R­@�4� ¯ ¢ Ñr���`�u�8�)�È������­#�_�����V�+�"�`���4�À�� ª�V�4���Ø×#�u�_�����V�f���b«£�����4���U�V�b�6���@���6�������@�
���`�a�4¸¾­#�_�4���C�������.�_�`���Ä�"�� � ±�4����­@ ��z���C�6���4�� ª�V�4�4�Ø×#�u�_�����V�H¢ µ¥�a�4���F���Câc���R­@�4� ¯ ¢ Ñ¥���#�_�����`�
�¾�¦�:�����@ ª�_�`���@�4�¹��­`�����ó«¹�C�� ª�V�4�4�Ø×#�u�_�����V�����V���4������ ��C�� ª�V�4�4�Ø×#���§���`�a�Ê�`�_�6�@ ����u�À�"�`���4�u�V�Ý���`�
�4���R�4���4�����V�§�4�V �­@�����V�§���������)�4�Â�6���@���6���.�À���`�x�������.�_�`���À«£���S�U�����Ý���`�À�|�)�&�� ª�V�.�4���)�4����­@ ������@�����Ý�
�4�V �­@�����V�d�"�@���.�F�6���4�� ª�V�.���Ø×#���"�|�)�f�Ê�`�_�6�@ ����u¢

Regression solution

hyperplane

x(2)

x(1)

îÁïñðHò�ó)ô¦õH÷[Z]\)^ á�ß Þ&ê�ìçëÂüÒú6ë6æ�ß(äÒâçÿ>�Áè�ë6ämë�ú6ìçßUüÒüÒâ�ý%ú6ß þÒâçÿ(æûâÊü � ënþÒþÒë6ä�þÒè�ß(æ#ämë6åUäÒë�üÒüÒâ�ÿUæ]
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�V�I�@�4���������4�V�c�@�4�¦��­`�������8 ��u�	�@�4�V«#�_«@�� ����|���_¨#�����4�V�u¢câ`�V���V­@�I ��u�_���@���@�È�_ ��O�V�������@���4�8�#��³O�U�O�¦�¹�
�O���`���.�_ ����.�_�����V�§���]��­`���"�_ ��4�r�.�_¡O�À���¾�4�6�V�����V­@�¾�2���`�©�¾­@�Â«:���"�_¨I�.�_�6�@ ����U�4��¸¾­@���4���z�4�&�V�.�@����³O�
���4���¾�¦�£�V���`�������»¢Äã2�@�����+�u�V��­@�4���_¨©�£���Ç¨t�V���f�_�`���z���Â�4�Ê¨t�����4�����4�Ä�V�&���`�;��ý��/����ÿ����V�6�@ ��Ê�����|�
�_¨x�V­@�f�_ ��O�V�������@�d¢�¿a�R���6���V�6�+�V�@ ������`��� �_�6�@ ��Ý���V�6�@ ��Ê�¦���S���_¨È�Ä ��u�_���@���@�	�_ ��O�V�������@� ���
�Ê���@ ª�_���`���+�"�����f���`�8­`�4�8�_¨'ÚÀ·�ã2�`���V���FÅòÚ]�_�@�@��¡f�_�`�z·U�`����³O�V�`���@¡¦���&Ï ¯ ÌOÖ ¯ Ð|�OÚ]�_�@�@��¡;Ï ¯ ÌRÌRÙUÐòÉÊ�
�����#�_��������­@ ª�_�����`�z­`�4�f�_¨8���`�zÚÀ·{�����+���`�����V�

dV C
�_¨8���`�z�¾�¦�:�V���`��������Åç¨Æ­@�`�������V�3É��� ª�V�4� H ��h¢ �R¢

h ∈ H ¢�ã2�`�8ÚÀ·\�����+���`�4���V������­`�@�� ��+���:�u�_¡¦���@�Â�+�u�V��­@�4���U�`�u�C�f�_�¾�6���.�_���@���@���Ê�@�_�6�@ �����u�_��«:�+�4���#�_�.�_�4���CÅÆ���#�_���4���4���#Éx¨t�V���_ � U�£�R�4�4��«@ ��6 ª�_«£�� ����@�O���_¨"���`�+�¾�¦�:�V���`�������Â�� ª�V�4� H ¢zµ¥��"�� � `�@�4���4���¹�b����¤¦���������V� ¯ ¢ ÐÈ���`�"���V�@�`���������V�f«:���|�U���������`�2ÚÀ·������+���`�����V�H�¾���`�8�Ê���£�����4���6�����4¡£�
�_�`�¥���`�_�+ý��"!��	�3¢ÝÃ©�`�V���`���&���6�£�V���.�_�¹���+�u�V�4­@�4�z�_¨"�:���Ç¨Æ�V���f�_�`�����_¨À�Ý ��u�_���@���@�¬�_ ��O�V�������@�
���)���4�2���V�6�@­@�.�_�����V�#�_ I���V�6�@ ��Ê�¦���S�O�@�"�@���4�Ý�+�u�V�4­@�4���"�_¨I���`�È�_�+�V­@�¾�8�_¨[���V�6�@­@�.�_�����V�#�_ I�Êô'�V���
�4��¸¹­@���4���Ý�4�6�@���4�����6���`�r���`�Â�_ ��O�V�������@�ö� �©×`�#�_ H�¹�¹�:�V���`�������u¢
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ÁS�\���@���+�4���������V�\�U�F���V�`�����@���u�b¨t�V�+�u�V�4�Ý�_¨È�����4��­`�4�����V�H�2�a�¾�¦«@����� �_¨x���`�d���.�_�`�`�_�4� ½c���4������Î
���4�V�d�_¨c¶À�R�4���¾«@ ª�_��� Ï ¯ ÌRÙRáUÐ[�_�`�����`�±�f�_���R���#�_ ����4���F½[���4�����@���4�V�F�_¨�Õx­`�`�����"�_ h¢1Ï ÑRÒRÒRÒUÐ|���"�@���.�
�U�z�"�� � 2�4�Ê¨Æ�����4�a�V�&���`�z�O���`���.�_ ����4����½[���4�����@���4�V�=ÅÆ�.���zÃÀ ��O�V�������@� ¯ ÉÊ¢aã2�`�§�_ ��O�V�������@� ���Ø¨çÎ
¨t���4�Â¨Æ�4�V�é���`�§���.�_�`�`�_�4�\½c���4�����@���4�V���_ ��O�V�������@� �����|�)���)�����u® ¯ É&�_��­@�£�`�_�4�§�����f�V�@�§�V�
�Ê�`�_�6�@ ��

zk
�Ø¨

γzk
(
G

k) ≤ ρk
���"�`���4�

ρk
���&���`�_'(��4Oý�
|ÿ¦�+ý��"!��	� Å

ρk = 0
¨t�V�+�_ � 

k
�������`�

���.�_�`�`�_�4�¥½c���4�����@���4�V�3ÉÊû��_�`�¥ÑOÉÀ���`�6­@�:�`�_�4�6���4���¥����ºu�&���
ηk
���`�4�4�u�V�¬�_¨"�_ ��2�����È«£�����@�§×@�@���

ÅÆ�_¨Æ�4���¥���Â���±×@�@���¥�4� ¯ ÉÊ¢fµC�`���
ρk = 0

�[�_�`�
ηk
���±×@�@���'�I���r���Â¡¹�`�»�"��«¹��ã2�`���V�4��� ¯ ¢ Ð�¢ ¯

�_¨UÜx�u³¦��¡O�_ô Ï ¯ ÌRÐRÑUÐ]�_�`��¼) ��¹�.¡ Ï ¯ ÌRÐRÑUÐb���#�_�±���`�����.�_�`�`�_�4�¬½c���4�����@���4�V�	�_ ��O�V�������@� �f�_¡O���x�`�
�+�V�4�����#�_�

(β/γ Q )2 ­@�£�`�_�4���u�À�"�`���4� β := maxi=1,...,T ‖ V i‖2
Åò�U�¥�V�4��­@�+�a���#�_�Ý���`�a����Î

���.�_�`�����u�3���@�4�V­@�R�`�V­@�±���`�r���`�������»�£�_�4���`�V���f�_ ����4���Ä­@�@ ����4�À�V���`�����"���.�����.�_�4���'�£�4�
β = 1

ÉÊ�:�_�`�
γ Q ���À���`�Â�f�_���R���¬�_¨]���`���f�Ï�¦����­@���f�_���R���a�¹�¹�:�����@ ª�_�`�ÝÅç¨Æ�V�x�Ê�@�_�6�@ ����4���&âc���R­@�4� ¯ ¢ ¯ É©�@�ÊÎ×`�`���d«¹�

γ Q := max{γ Q (
G

) :
G ∈ R

d} ¢)µ¥�Â�#��³O�����`�� �­`�@���F�`���4�Â���`�r�@�4�¦�_¨��_¨bÕx­`�`�z���À�_ h¢Ï ÑRÒRÒRÒUÐ[�_¨����`�È½[���4�����@���4�V�����V�¾³O�����O���`���r¨Æ�V�8���V�6�@ ����4���`���.�u�#�_�`�Ý«:���u�_­`�4�È�_¨����4�2¨ò­@�`�`�_�+���¹�.�_ 
���6�:�V���.�_�`���r�4�+�&�¾­@��«£���x�_¨��_�@�@�4�O�V�.�`���©�@�4���.���¾�4���d���F���@���"���`�������u¢
W f3: B ?U:HK X2e �fe]Xge�h�i B¦æIå E B]jlk XHz���[nm v ^�= B <@E k XHz���[om	p>q ÿ)
sr

= (( t 1, y1), . . . , ( t T , yT )) u ÿý`�uÿ�R)'`ÿ����.ÿ`��v~��ý u ÿ)�	��ÿ,4Ýÿ,�Oý��/����ÿ���wUý���4���ÿ)

β = max x ∈ y ‖ t ‖ z�{ �6��'%�fÿ 
���ÿ��4ÿ �	�±ýd|8ÿ��,�.ÿÄ��
]�,���

} ÿ��×!@�%
�~ ∗ ��'����ö
��¦ý�

γ y = min( x ,y)∈ y y (

~ ∗ · t ) /‖ ~ ∗‖ ≥ 0
v)���Âý��	�

( t , y) ∈ r z�� ��ÿà��'%� u ÿ����và'(��4Oý�
|ÿ��
M

��v 
���ÿ�|8ÿ��,�.ÿÄ��
]�,���	ý�� !������]
���� �	�&��ÿ����û
��¦ý�� ���&ÿ�R-'�ý��+
.�

β2‖ ~ ∗‖2

γ2y .

|��,� ��v z ã2�`�8��­`�� ����@�u�_�§�������.�_�`���8«:���|�)�����z���`�8½c���4�����@���4�V���U�����R�¾�"�Ï¨Æ�4���]­@�:�`�_�4� k
�¹�_�]�Ê�`�_��Î

�@ ��
t
���"�����Ä���4�u�_ ����Ý³O���4�����V�Ä�_¨c���`�È�4�V �­@�����V� G ∗ ���

‖ G t − α
G ∗‖2 = ‖ G t−1 − α

G ∗‖2 + 2 ((
G

t−1 − α
G ∗) · V t) yt + ‖ V t‖2.

�"�`���4�
α ∈ R

+ ���©�����V�`�4�.�_�¾�©�4�u�_ ����@���_�`� G
t
���"���`�È½c���4�����@���4�V�Ä�)�����R�¾�x�Ï¨Æ�4���8­@�:�`�_�4�

k
¢

äx�����@�Ý���`��¨h�V���È���#�_� G
t−1

V
tyt ≤ 0

Åò�R��³O���¥���`�6½c���4�����@���4�V���_�È���4���.�_�����V�
t
�H�Ê�`�_�6�@ ��

t
�

�f�V�@�Â�&­@�:�`�_�4�»É)�U�r�O���

‖ G t − α
G ∗‖2 ≤ ‖ G t−1 − α

G ∗‖2 − 2α (
G ∗ · V t) yt + ‖ V t‖2.

¼)���.���������@�
α = β2/γ Q �`�_�`�d­`�����@� ‖ V t‖2 ≤ β2 �_�`� γ Q = (

G ∗ · V t) yt
���`�r�_«:�u³O�r���`��¸¹­#�_ ����|�

«:�����V�+���
‖ G t − α

G ∗‖2 ≤ ‖ G t−1 − α
G ∗‖2 − β2.

¤¹���`��� ‖ G t − α
G ∗‖2 ≥ 0

¨Æ�V�+�_ � 
k
�����@���6�@�����4�u�V�4�§�f�����¦����­@�6�_���+�R���

M = ‖ X 0−α X ∗‖2

β2�����+���u¢&ã2�`�&�@�4�¹�_¨)���È���V�6�@ ����4�6«¾�a��­@«`��������­@�����@�Ý���`�&¨h�V���x���#�_�Â�_ � ����`���� ����+���¹�4�Â�_¨ G
0
�_�4�

ºu���4�@¢
ã2�`���V�4��� ¯ ¢ Ð�¢ ¯ �R­#�_�.�_�¹�4�����±���#�_�©¨t�V�À�.���#�_�.�_«@ ��Â�@�4�V«@ ����+�x���`�Â½c���4�����@���4�V�s� �±�¾�¦�:�V���`�������
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D =	J B ? å A(f3K X ð±���`���.�_ ����4���d½c���4�����@���4�V�¬�_ ��O�V�������@�
w :�}sT å ?@:]�±Ã  ����`�u�_�©�4���#�_�.�_«@ ��r���.�_���@���@�z�4��¸¾­`���`��� �

= ((
V

1, y1), (
V

2, y2), . . . , (
V

T , yT ))
¢

w :�}sT å ?@:]�±¿��_���R���d�#�_�.�_�+���4���À�4��¸¹­`���`���
ρk

�_�`�Ý ��u�_���@���@�+�.�_�4�
ηk

¢
���

t := 0, k := 0
� G

0 := 0
¢

�,� ?U:%u�:�>�A
�U�

t := t + 1� � å�Q
yt (

G
t−1 ·

V
t) /‖ G t−1‖2 ≤ ρk

A(f3: C
�,� G

t :=
G

t−1 + ηtyt
V

t�U�
k := k + 1�,� :%=�M :

�U� G
t :=

G
t−1�U� : C I å�Q

���U� T C A å =[ÜÀ���+�V�4�r­@�£�`�_�4���x�_�4�È�f�V�@�
�+��� ?U:�A(TF? C G

perc :=
G

t

G
perc
���±���

V (
�
)
�Ï¨Æ�4���È�+×`�@���4���¾­@��«£���r�_¨)­@�£�`�_�4���»¢rã2�`�6½[���4�����@���4�V���_ ��O�V�������@� �#�V�±�|�U�

�V���`���Â¡O���¬�V��³R�_�¾�.�_�O���&«£���4���@���Â��×`�@���4�+�¹­@�Â«:�����_¨"­@�:�`�_�4���u®r���r�����Ê�¦���4���+�� ��¬�����6�@ ��R���_�`�
���©���x�V�@ ����`�R¢xÁ|�Ä���`�Â�u�V�4���"�`���4�Â���`�&�� ª�V�4���Ø×#�u�_�����V�a�@�4�V«@ ��������©�`�V�x ����`�u�_�� ��F�4���#�_�.�_«@ ��R�'�_�`�
���`���4�Ê¨t�V�4�]ã2�`���V�4��� ¯ ¢ Ð�¢ ¯ �@�¹���I�`�V�H�`�V ��'¢[µ¥�]�u�_�Â���V�`�����@�����"�`�V�@ ����`�u�_�[�f�_�@�@���@�

φ(
V
)
�_¨`�V­@�

���`���.�_�`�����u�O�"�@���4�+�������f�À³O�����&�@���R�f�����+���`�����V�#�_ #�4�#�V���"��­`�4�6���#�_�����`�"�� ª�V�4�4�Ø×#�u�_�����V�+�@�4�V«@ ����
���" ����`�u�_�� ��Ý�4���#�_�.�_«@ ��È���F���@���8�Ê�¦�4���`�@���Ä���#�V���R¢bäx�����@�6���`��PVÿ)���£ÿ)�F
]���"�+P±�V�`�r�u�_�F�Ê���@�4���4�"���`�
�f�_�@�@���@�O�r�����4�����+�Â�_¨"���@�`���r�@�4�¦��­`���4�u�H�4����­@ ������@�Ä���	��¡O�����`�� 

K(
V

j,
V
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j,t� � �

˜
G

t := ˜
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G ′
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z1, . . . , z6, . . . (
V

1, y1) (
V

2, y2) (
V

3, y3) (
V

4, y4) (
V

5, y5) (
V

6, y6) . . .

b1,k ∼ B(0.5) 1 0 0 1 0 1 . . .

σ1,k 1 0 0 1 0 1 . . .

b2,k ∼ B(0.5) 1 1 0 0 0 1 . . .

σ2,k 1 1 0 1 0 1 . . .¢¢¢ ¢¢¢ ¢¢¢ ¢¢¢ ¢¢¢ ¢¢¢ ¢¢¢ ¢¢¢
bN,k ∼ B(0.5) 1 0 1 0 1 1 . . .

σN,k 1 1 1 1 1 1 . . .
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(a) τ (Bernoulli Probabilities)
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(b) τ (Bernoulli Probabilities)

N = 10
N = 25
N = 100
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√

2/4,
√
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T · V t) /‖ T ‖2 ≥ κ�_�`� −1

�Ø¨
(
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ACBED+F�G HIGKJMLMGON1PQJRBEA S:T�U"S VXWYHYU
Z�[\Z ]Q[\ZK^ ± ZE[\^O] ZE[@ZM_ ± Z�[\Z1`Ea W5bdc [ cOcOegf?b Z�[h_ cji Z�[\ZOZ ± Z�[\ZOZ�a τ = 0.35

e\klbdc ZKZ iZE[@Z c ^�[\^Om ± ZE[n`O` ZE[ c ` ± Z�[\ZM_Ma W5b Z�[poO^ egf?b Z�[h_ cji Z�[ c Z ± Z�[\ZKqQa τ = 0.50
e\klbdc ZKZ iZ�[ c c ]Q[\rOq ± c [@Z ZE[h_jq ± Z�[ c ^Qa W5bdc [p]Om egf?b Z�[h_ cji Z�[prOq ± Z�[ c ^Qa τ = 0.15
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� ë�ê%ÿ�ú�è ´ ²

 ³¹¶ ± � 
 �6µ � ³G
 ;6; ± � 
 � � � �

±¶ � ± �

 ²j< ´ ;G
±<	µ ± � 
 <�< ��´ 
 ;6² ± �G
 ³¹¶�~ë6êHÿ�ú�è�ü ´�´ 
 ´ ³ ± �G
n¶�³ � µG
 �	² ± �G
 ³¹¶ ;

 ²�² ± ´ 
 � � ´ ;G
 ´ µ ± � 
 � � �6� 
±¶ ´ ± �G
 ³6�
� �~ë6êHÿ�ú�è�ü ´O� 
 ³6� ± �G
n¶6¶ � <È
 ;6; ± �G
 ³¹¶ ¶È
 ;6² ± � 
n¶ � ´ ;G
 µ6� ± � 
 ² � � �

 ;�; ± �G
 µ6��I�C����� ù % � �X� 
 ² � ²4� ù � �

 µ ´ < ù � �

 ;��6; ù �X� 
 µ¹¶ ù � ² ù �X� 
 ´ <
� ë�ê%ÿ�ú�è ´ �G
 ´ ² ± �G
n¶ � � ²

 ³¹¶ ± �G
 ; � Ö ÷p×&Ø ± ¸ ÷hØ ¸ ´ �G
 �6; ± �

 <6� � �

 ³6² ± �G
±<	µ�~ë6êHÿ�ú�è�ü ´ �G
n¶�� ± �G
n¶�³ � ²

 µ6µ ± �G
 ³6³ ¼�÷p×Mº ± ¸ ÷h·»· ´ �G
 ;6µ ± �

 ²¹³ � �

 µ¹< ± �G
 µ �
� �~ë6êHÿ�ú�è�ü ´ �G
 ³ ´ ± �G
n¶�� � ²

 µ6µ ± �G
 ³¹¶ <G
 � ´ ± �G
±<	³ ´ <È
 � ² ± �

 <6� � �

 µ�; ± �G
±<	³! ù$# � � τ % ' �X� ��� � τ � �G
 ²¹< τ � �G
 � τ � �

 <�< τ � �G
 ´ < τ � �

 <� è�ß(ä0� � ÿ(ã�æ
��ß äméÈ�
� ë�ê%ÿ�ú�è ´O� 
 �6³ ± �G
 ³	² � ²

 ³�< ± �G
 ³	² ;

 ��; ± �G
 ; � ´ �G
 ³�< ± �

 <	² � �

 ��; ± �G
±<�²�~ë6êHÿ�ú�è�ü � ;G
 ;¹¶ ± �G
n¶�³ � �G
 ;6� ± �G
n¶y² µ

 ; ´ ± �G
 ³6µ ´ �G
 ³¹¶ ± �

 <�< ;G
 µ6; ± �G
±<6<
� �~ë6êHÿ�ú�è�ü ´ �G
 ´ ; ± �G
 µ6³ � �G
n¶�� ± �G
n¶	< <G
 ´ � ± �G
 µ	² ´ ²

 ²�� ± �

 ²1¶ � �

 � � ± �G
±<�¶! ù$# � � τ % ' �X� ��� � τ � �G
 ²¹< τ � �G
 ��< τ � �

 ²j< τ � �G
 ´ < τ � �

 <�<�	üÄÿ@Ú×þ � ÿUã�æ
��ß(äÒéG� λ = 0.2 λ = 0.4 λ = 0.4 λ = 0.5 λ = 0.9

� ë�ê%ÿ�ú�è ´ �G
 ;�< ± �G
n¶�³ � ²

n¶�� ± �G
 ³6� ;

 �j¶ ± �G
 ³ � ´ �G
±<	; ± �

 <6� � �

 �¹< ± �G
 µ	²�~ë6êHÿ�ú�è�ü õ1º�÷p·&Ø ± ¸ ÷ Ö · õ�Ø�÷pØMº ± ¸ ÷ ÖMÖ ¶È
 ´ ¶ ± �G
 µ6; ´ �G
±<	µ ± �

 ²¹³ º�÷h·&Z ± ¸ ÷g¼K·
� �~ë6êHÿ�ú�è�ü õ1º�÷p· ¸ ± ¸ ÷p·MØ õ�Ø�÷ Ö»¸ ± ¸ ÷ Ö»¸ <G
±¶	³ ± �G
 µ6� ZêØ�÷h¼»Ø ± ¸ ÷\×nØ º�÷h·»Ø ± ¸ ÷g¼O×ù$# �

� è�ß(ä0� � ÿ(ã�æ
��ß äméÈ� ´6´ 
 ³ ± �

 �6² � <G
 ; ± �

 ��³ ×�÷\× ± ¸ ÷[Z�õ ÙOÚ6Û ��� 
±< ± �G
 ´ <�jÜ �
� è%ß ä��ûÞàß ämå(âçæê� ´ <È
 ² ± �

 ²¹� � <G
 ² ± �

 �j¶ <G
 � ± �G
 ´ ² ÙOÚ6Û ��� 
 ; ± �G
 ´ <
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V
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16 × 16
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���`���.�_�`���È³O�����4�V�/V
i ∈ R

256 �_�`�Ý ª�_«:��  li ∈ {0, 1, . . . , 9} �#�_���u¢]�U�V�4�F ª�_«:��  l �)�V�x�_ � ��¹�u�_�4���Ä��� ª�V�4���Ø×#��� G
l
�"�@���.�z�2�V�]���.�_���`���§�V�)�È«@���#�_���6�@�4�V«@ ����0«¹�f�_ � ��¹�u�_�����@�

(
V
,+1)
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�� ª�V�4���Ø×#���È�_�`�

(
V
,−1)
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c�4�4�`���+�
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l̂
�)�V�x�4�`�R�4���¬�V�����V�4�����@�f�4�

arg maxl (
G

l ·
V
)
¢
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σ
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�4���������@�O�
σ = [0.5, 1,

√
2, 2, 3, 4]

�)���4�&���������Ä�"���������`�
σ = 3
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Å
N = 100
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τ
¢1ã2�`�
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4.7
Ý£¢�ÁS� ð±���¾���� �� Ï ÑRÒRÒ ¯ Ð8�4���:�V���4��� �Ä�4�����+�����4�V�6�_¨

4.68
Ý��Ï¨Æ�4���+ÑÄ���:�¦�4�`�

­`�����@�§ÃÀàI¿ÄÃ�Å
B = 1.053

�
C =

√
2
É"�������V���Ç­@�`�������V�a�"�����a���`��³O�V�����@�z�+�����`�¦�Fîß��³O���.�_�O�Êï&�_¨

â@�4��­@�`�F�_�`�a¤¦�4�#�_�@���4��Ï ¯ ÌRÌRÌUÐ|¢]ã2�`�V­@�R�d���`���z�`�V�4���d���#�_�©�V�Ý���`�±���@���4�d���:�¹�.�Ý���`�È�4�����8�����4�V�
�U���¹�©­@�d�� ����R�¹�� ��§�4�

4.73
Ý£¢

ã2�`�������+���.�_¡O���¥�4�§���.�_���¬���`�6½c���4�����@���4�V�¥¨t�V� ¯ Ò§���:�¹�.�`�È­`�����@�Ä· ���¹�@�6�V���ÝÑ�¢ ËÄðÈ°©º
�ªÐRáRÐÂ�@�4�¹�����4�.�V�U�2�V�2ÍOÖÂ�4�����)�Ê���� �­`�����@�&���`�À�����+�À�4���u�_ ���­@ ª�_�4�x���`�©¡O�����`�� .� �©ðx�.�_�ö�f�_�����Ø�'¢�Á|�
�4�¦�V¡ ¯ Ò§�6���¹­@�4�����_�`�¥ÍRÌ§�4�����È�4�§���.�_���	Ôx¼2½b¿ �"�����

τ = 0.2
�_�`�

N = 100
¢6ã2�`�6¡O�����`�� 
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D =�J B ? å A(f3K X {/u B <@f p {~u B <@f3M XH� {/u B <�f3M
½c���4�����@���4�V� á�¢ÛÖRÖ Ð�¢ ÙRá Ð�¢ÛÖVá

Ôx¼2½b¿�Å
λ = 0.0

�
τ = 0.20

� Ü � ¯ ÒRÒOÉ Ð�¢ ÍRÍ Ù�¢ ÑRÍ Ë`¢ áRá
Ôx¼2½b¿�Å

λ = 0.0
�
τ = 0.30

� Ü � ¯ ÒRÒOÉ Ð�¢ ÍRÍ Ù�¢ ÒRá Ë`¢ ÌRá
Ôx¼2½b¿�Å

λ = 0.0
�
τ = 0.40

� Ü � ¯ ÒRÒOÉ Ð�¢ ÒRÑ Ë`¢ ÌRá Ë`¢ áRá
Ôx¼2½b¿�Å

λ = 0.3
�
τ = 0.20

� Ü � ¯ ÒRÒOÉ Ð�¢ ÍRá Ù�¢ ¯ á Ë`¢ ÌRá
Ôx¼2½b¿�Å

λ = 0.4
�
τ = 0.20

� Ü � ¯ ÒRÒOÉ Ð�¢ ÍRá Ù�¢ ¯ á Ë`¢ áRá
Ôx¼2½b¿�Å

λ = 0.5
�
τ = 0.20

� Ü � ¯ ÒRÒOÉ Ð�¢ ÑRÑ Ù�¢ ÍRÍ Ë`¢ ÐRÍ

½$ +*É �â ãL«
©åäm©G©AªÉÁ8én¨�ª�é�ª�¨�©
ÁS���V�4�@���6�4�¬�@���+�V�`�4���.�_�4�ÄÔx¼2½b¿r� �z�_«@�� ����������6�4�� ��u�_��� �a�����Ø¨ò�����@�¥���V�`�����@�+�)�Ý�@�������R�`��� �
�����Ø¨Æ�����@���Ê���£�������+���¹�U­`�����@�����`�©�)�� � #¡¦�`�u�"�§¿ÄÜxÁ�¤¦ã�ÔÈ·)¶ó�`�_�.�r�4���9æR¢�ãI�������Â­@ ª�_�4�À���`�©�����Ø¨Æ�
�U�Â�4���"���`�È�:�R��������³O�È�� ª�V�4�ÂÅò�h¢ �R¢

y = 1
É)�4�+�6�����@�R ��± ª�_«:�� H�"�@���.�d³V�_�������F�u³O���8�����+�R¢bã2�`�r�`���VÎ

�_����³O�r�� ª�V�4�rÅò�h¢ �R¢
y = −1

ÉU�2�V�8�4���"�4��«:�À���`�r�4���f�_���@���@�zÌ& ª�_«£�� ��»¢�µ¥�±�4�¹�V¡ ¯ ÒRÒRÒ��Ê�@�_�6�@ ����»¢
ã2�`�z ª�_«£�� ��&�"�`���4�§���)�_�@�:���	���	�S�U���@�#�V�4�����R�.�V��­#�_ � ���­`�����@�¬�F ����`�u�_�&�4�� ª�_�����V�`�4�@�����������`�
�¾­@��«£���"�_¨[�Ê�`�_�6�@ ����2�4�����§�4�È¨h�_�u¢�ã2�`�©�6�Ø�����@���_¨H���`�© ª�_«:�� ��)�����u�V�.�������ª�_ £�)�V�)�.�_�`�@�V�õ�_�`�
�U�È�u³O���.�_�O���Ý�4����­@ ��4�"�u³O��� ¯ ÒÂ�����ª�_ ��u�@���V�`�4��¸¹­`���¾�� ������`�x���.�_�`���������V�Ý«:�V­@�`�`�_�������2���§âc���R­@�4�ÈÑ�¢ Í
�_�4�+�`�V���V«¾³¦���V­`�u¢dã2�`�+¨Æ�V � ��»�"���@�Ä�`�.��­`�@�Ä���¦�@�f���`�»�8�Â�`�»�0�)���_ � ��¦�u�_�4���¥���`���V�����R���#�_ 2�Ê�¹Î
�_�6�@ ����

(
V

t, ct)
�"�`���4�&���`�& ª�_«:�� ��

ct ∈ {0, 1, . . . , 9} �_�4�����V�¾³O�����4���¬���¹�4�§�f«@���#�_���F�@�4�V«@ ����
(
V

t, yt)
�"�`���4�

yt ∈ {−1,+1} ���V�����V�4�����@�F�4�Ý���`�6­@�@�Ø¨t�V��� �.�_�`�@�V� ³V�_���ª�_«@ �� rt ∈ [0, 1]
�_�

�����+�
t
®

�Ø¨
ct ∈ {1, 2, 3} ���`���
(
V

t, 1)
«£�����V�+���

(
V

t,+1)�Ø¨
rt > (1 − t

T/2)
���`���

(
V

t, 2)
«:�����V�+���

(
V

t,+1)���`���Ø¨
�Ø¨

rt > (1 − t
1.11T )

���`���
(
V

t, 3)
«:�����V�+���

(
V

t,+1)���`���Ø¨
�� ��4�

(
V

t, ct)
�_ � ��¹�u�_�4���

(
V

t,−1)���`���Ø¨
¤¦�� ����������@�6���`�x ª�_«:�� ��U���§���@���2�2���z���`�4­@�4���2���#�_�)«¹�

t = T/2
�_ � :���`�x�Ê�`�_�6�@ ����2�"�����§ ª�_«£�� 
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�R�.�V��­#�_ H���.�_�`���������V�Ä«£���S�U�����Ä ª�_«£�� ��u¢
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îÁïñðHò�ó)ôñZ�÷;Ø�ø�# ämë���âçúnþÒâçÿ(æöë�äÒämÿ(ä�ü�Ú äÒÿUÞ þÒè�ëd��äÒâ Ú×þÒâçæ�å únÿ(æ%únë6ê�þ/ëná�êHë6ämâ�Þ&ë�æUþD�Áâ þmè;þÒè�ë7��' Ù��14 !?� �
��ß þmß7üÒënþ3ú6ÿ(Þ&ê�ß(äÒâçæ�å¤�E� � �ñüÄþÒë�ê üÄâpê6ëI�

 < � % �I�C��� � ù ��´O% � � √2 � % # ë�ämúnë�ê�þÒämÿ(æº� ρ = 0 �1ß æ
�7! ù�# �� τ � �

 ��% ' �X� �6� �«


âc���R­@�4�FÑ�¢ Ía�@�4���4���¹�4�6���`�Ý�4����­@ ��4�f�_¨À���`�Ý¿aÜÀÁ�¤¦ã������Ø¨ò�+�Ê���:�������+���¾�6¨t�V� ¯ Òa�����ª�_ ��6�"�����
�:�����Â­@�.�_�����V�`�u¢zµ¥�f�4�������#�_�6Ôx¼2½b¿ �f�V�@��¨Æ���)���Â�@�4�������������V�������4�V�4�����V�6�#�_�4�����4�d�4��³O���.�_ 
�V���`���"�V�@ ����`�È�_ ��O�V�������@�+�u¢UÔÀ�`�±�_¨I���`�±�V�@ ����`�È�_ ��O�V�������@�+�8���V�6�#�_�4���§�"�����FÔx¼)½]¿ �)�V�"àH¿¬¤
ÅÆàH�u�V����¿a�u�_�6¤¦¸¹­#�_�4���ÝÅòµ������4�»� �_�`��°x�_ô_Ï ¯ ÌRÐRÒUÐòÉ�ÉÊ¢cµ¥�2���V�¾³O�����4�������@���c�4�x���`�U�� ª�V�.���Ø×#�u�_�����V�
�4���������@�r«¹���.�_¡¦���@�r���`�8�4���R�+�_¨£���`�"�4���4­@ ������@�r�@�4�������������V�H¢�àH¿¬¤&�����U�� � #¡¹�`�»�"�6¨Æ�V�]���4�]�_«@�� ����������
¨t�V�§�V�`�_�@�����V�H�À�4�����������`�V�z���#�_�Ý��­@���@�����4���@�������U�V��¡O���C�)�� � x�`���4�R¢{ÔÀ�`�a�Ê���@ ª�_�#�_�����V�ó¨Æ�V�
���`�aÔx¼2½b¿ �:���Ç¨t�V���6���@�	«:�����4���f�4�� ª�_�4���z�4�����`�Ä�V�`�d³O���4��­`�z���`�d�4���4�z�4�.�`���+�a�_�`����­`�d�4�
���`�r����«#�_ ª�_�`�������F���`���¾­@��«£���±�_¨]�Ê�@�_�6�@ ����À¨t�V�À�u�V�.�Ä«@���#�_���F�� ª�V�.�u¢8ã2�@���À���Â«#�_ ª�_�`���& ����6���4�
�F�+�����`�¹�� ���¡O��àH¿�¤��"�@���.�������4������ ��	�6���@���6���4���6�������.�_�`����«:���|�U���������`���|�)�¬�� ª�V�4�4���u¢¬ÔÀ�`�
�4�u�V�4�V���"�¾��ÃÀàH¿aÃó�:���Ç¨Æ�V���+���§�4���£�¦�V�� ��6���)���#�_�)ÃxàH¿aÃ=�V�4��­@�+���2���.�_�����V�#�_�����S�f�������`�©�2���
���©�V�@�Ç­`���4�"���`�È ��u�_���@���@�+�.�_�4�

ηt
�_�`�Ý�f�_���R���d�#�_�.�_�+���4���

ρk
¢

ÁS�����`�@�u�u³O�V­@�����@�f�4�&����­`���f���`�S����ý@�)
]�]�)�]
ÆþÀ�_¨�Ôx¼)½]¿	�@�_�`�����`���4�Ê¨Æ�V�4�±���4�"�_«@�� ����S�z�4�6�V�`�_�@�
«¾�Ý���V�¹�����¾­@���@���4�6 ��u�_���d¨Æ�4�V�õ�`���=�`�_�.���3��³O���d�"�`���d���`�Â���V�`�����@�À���8�����Ø¨Æ�����@�+�U�����V�`�����@���À�
��ÿ�ý4P»þ+³O���4�4���V���_¨8Ôx¼2½b¿�¢Iã2�`�+ ��u�_¡¹�¥Ôx¼2½b¿��#�V�È���`�f�_«@�� ����S�¬�4�§¨Æ�V���O���Â���`�6�#�V���r�"�@���.�����
�V�4�@����³O���F«¾�§�+�¦���Ø¨ò�¦���@�6 ����`��Ö&�_¨�Ã© ��O�V�������@��Í6�4�

G
j,t := L((1 − β)

G
j,t−1, ηj,t,

V
t, yt),
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�"�`���4�
β
���"���`�È¨Æ�V���O���������@�6¨h�V���4�V�u¢bâc���R­@�4�ÂÑ�¢ Í6�4�`�u�8�"���`�È ��u�_¡¦�dÔx¼)½]¿ �:���Ç¨t�V���f�_�`���È�"�`���

β = 0.1
¢fµ¥�6�`�V���������¥���#�_�Â���`�+�����Ø¨Æ�r���È�4�� ª�_����³O�� ��¥�� ��»�r�I«:���u�_­`�4�6�"�`���	�4���������@�

β = 0.03Åt�_�@�@�4�������f�_�4��� «¹�����`�§�.�_�����¬�_¨
1000
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3
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�`�V�������u�_«@ ��Â���Øô'���4���`���È«:���|�)�����F���`�È ��u�_¡¦�ÝÔx¼2½b¿é�_�`�Ý���`�ÂÔx¼2½b¿�¢
µC�@�� ����r���@���Â���r�`�V���_���Ê���#�_­`������³O�z����­`���¬�V�������Ø¨ò�����@�a���V�`�����@�4�r���&�@�¹���È�� � �­`�4���.�_�4�+���#�_�

���`�È ª�_���O�È�f�_���R���Ä�_¨bÔx¼2½b¿ù�@���+�V�`�����.�_�4���©�@ ª�V�����������|�§�"�`���4�r���`�È�����Ø¨Æ�8���8�4 ��u�" ��§�4�#�_�@�R���@�`¢
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ÁS�\���@���+�4�#�_�@�4���z�U�Ý�@�4���4���¹�4�����a�+���.�ÏÎS�_ ��O�V�������@� ¨Æ�V�+�V�@ ����`�d���.�_���@���@�	�_¨r�a�#�_���4����� �� ª�V�ÇÎ
���Ø×#���+�"�����C�a ª�_���O�d�f�_���R���H¢ ã2�`�Ä�_ ��O�V�������@� �.�_�`�@�V�6 ��\�4�� ������4�f�4­@«`�4���4�+�_¨±���`�Ý���`���V�6���@�
�����4�u�_���_¨b�Ê�`�_�6�@ ����u�#�_�`�F�@�4���4���¾�4�©���`�r�4�`�R�4���a��­@«`�4���4�©�4�+�u�V�4�a�� ª�V�4���Ø×#���"¨t�V�"���.�_���@���@�`¢2Ã©�
��³O���.�_�O�§�_¨8���`�z�4����­@ ������@�¬�� ª�V�4���Ø×#�����U�����R�¾�4�����&�@�4�¦��­`�������Ï¨Æ�4���&���.�_���@���@�`�����`�@�u��³O�V­@�����@�¬�4�
�_�@�@�4�������f�_�4�r���`�È¼"�u�O���"�£�V���¹�u�@�`���`���±���`�r�_ ��O�V�������@�����2�4�Ê¨t�����4���§�4�+�V�ÀÔÀ�@ ����`�È¼"���O���À½[�V���¹�
¿��V�4�@���`�zÅhÔx¼2½b¿¬ÉÊ¢`ã2�`�r�� ª�V�.���Ø×#���©���V�`�����@���4���Ý���F���@���8�4�#�_�@�4���À�"�����d���`��Ôx¼2½b¿é�_ ��O�V�������@�
�)�V�r���`�+���.�_�`�`�_�4�¬½c���4�����@���4�V���_ ��O�V�������@�d¢�µ¥�6���`�»�U�������#�_�È�f�_¡¹���@�
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�_ ��O�V�������@� �#�V�����6�@�4�u³O���¥�4����­@ ��4�È���V�6�#�_�4�����4�����`�� ª�_���O���f�_���R�����_ ��O�V�������@� ÃÀàH¿aÃ&¢3Õx­`�
�4�a���`�z�4­@«`�.�_�6�@ ����@�¬�4���4�@�@��¸¹­`�R�b���`�������@�R ����@�4�¹�����.�4�V�&���V�6�@­@�.�_�����V� �����+���&�_¨À���`�ÝÔx¼2½b¿
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H,)&��*��'%'"+�`�L���'%�)0�0�5o;#&��6a"+ 
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1−exp(−1) ≈ 0.63
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τ = 0.63
F~8)�x�u�+%�)�%� ª�+*`I
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�]�����	�+���_�7  t q�Q=umYù�_ ��4"+ !���!)@�
w]¡�¢G£ ��� ¡&¤ u¥�! .�/���0���@�~*.�_�B.@ 5��¦

= (( § 1, y1), . . . , ( § T , yT ))
F

w]¡�¢G£ ��� ¡&¤ u¨"+�@ ����&�± 5�u�/ !�0���@���_ ��4"+ !���!)@�©<=���!)(#0.£�`�/���m !#@ 5� L 6c"+ ,�!)&�
%� ª�+*�*!�NM	�1 8�/�`�d�+*�*�"�%1�NI�/�����2*!���1.$Ik*���y@�
#0.£�`�/���� !#@ 5� S Fw]¡�¢G£ ��� ¡&¤ ul*�#0^0 �"+#0�!���&�=8A�1 !�&"+#@ � ��k{
p
|D<=)0�5%�)B ��1�!#0 !�&*\���`�0�1.��1�`�0�1���Z8,�1 !�&"+#@ � ��0 .�/�`�0"V�ª3R�/ !�NI

�/^@ 5�'*�<=���!)C.0 �"+^#�/^0�� ����|�
p
"/6D�.�/«;���@�B�!)&�
3R�_ �#&�WgPF

w]¡�¢G£ ��� ¡&¤ E��/ .�_�W�1���1 �*
N ∈ N

�/�`�
τ ∈ [0, 1]

F
¬�­ �k�0���!�ª�_ ��5*-�
*!���1.C*!��y@�'*

ηj,1
�$6c"+ ©�_ � 

j ∈ {1, . . . , N} F®'­ p&"+ ��_ � 
j ∈ {1, . . . , N} �,���0���!�ª�_ ��5*��2<A�1���P)���*]¯ j,0 = 0

�/�`�R�!)&�2�;#@�?^��1 ]"/6�%'"+ ! ��'%1�� ��
%� ª�+*�*!�NM	���(�bz`�_�B.@ 5�'*

rj,0 = 0
F

°@­,± ���
t = 1

��"
T ² �³ ­ ± ���

j = 1
��"

N ² �´'­
bj,t := Bernoulli(τ)µ@­ � ±

bj,t = 1
�_� ¡;¶

·'­ {�¯
j,t, rj,t) := L(

¯
j,t−1, ηj,t, § t, yt, rj,t−1)¸@­ ¡ ��¹ ¡

º@­ ¯
j,t :=

¯
j,t−1
�
rj,t := rj,t−1¬!»@­ ¡;¶ ² � ±¬b¬�­

ηj,t+1 := S(t, ηj,t, . . .)¬�®'­ ¡;¶ ² ± �	�¬!°@­ ¡;¶ ² ± �	�¬ ³ ­ � ± 8"�_�R�P���@� �_� ¡;¶
¬�´'­

qj,T := 1/N
6c"+ 

j = 1, . . . , N¬!µ@­ ¡;¶ ² � ±¬�·'­ � ± Ya�J¼!"+ !���|�K34"+��� �_� ¡;¶
¬!¸@­

qj,T := rj,T
6a"+ 

j = 1, . . . , N¬!º@­ ¡;¶ ² � ±®�»@­ � ¡ � £ � ¶
H( § ) := sgn

(

∑N
j=1 qj,T sgn (

¯
j,T · § )

)
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p&�1 !�d�/�`�2qm��3R�/�LfsrPtPtPtJjI�/�`�(Q�y»�]fsrPtPt$gbj� ��'*��! !�5%1�����~�!)&�1�� ,*!�!#`���U"/67�!)&�1�� ,"+�@ ����&��8"�_�R�P���@�
�_ ��4"+ !���!)@�W*=��"6�0�'%1�5*!�5"+�(�! ��'�'*_F\�k�,�5*,<>�� � e«��&"@<=�(�!)#�/��8"�_�R�P���@�B)#�+*,����*2�P ��u�/���'*!���b�e�'%1�=<=)&�1�
�!)&�m%� ª�+*�*!�NM	�1 =*�"V �#0�!�5"+�&*A3V�/ ����r 5"+�u���PF �&F��0�'%1�5*!�5"+�K�! ��'�'*@FD����)#�'34��*��'�1�]�!)#�/�A�!)&�mEd�1 �%'�1.0�! �"+�
%u�/�K�bz�)0��^0���A3V�/ !�ª�/�!�5"+�K<=)&�1�]�!)&��"+ 4�0�1 A���]<=)0�5%�)(�bz@�_�B.@ 5�'*"�/ ���.0 ��'*��1�������]��"?���>3R�/ !�5�'*@FDH,)0�5*
�W"+�!��3R�/�!���@�U�!)&������34�'*��!���¾�/�!�5"+�L"/6\"+�@ ����&��8"�_�R�P���@�W<=���!)2�!)&��Ed�1 �%'�1.0�! �"+�GF

H,)&�Ý�f�J¼!"+ !���|�S34"+���F�/�`�l82�_�R�P���@���_ ��4"+ !���!)@�W*~%u�/�R^��(%'"V�?^0���&���l������"��x*!���@�R 5�Ý�W�1�.�JI
 5�u�/ !�0���@�&�_ ��4"+ !���!)@�Ê6a"+ ]�_�R�P ����¾�/�!���@�V%� ª�+*�*!�NM	�1 �*_Ë��!)&�9Ì;ÍbÎ:ÍbÏ!Ð+ÑÓÒÕÔ@Í!ÖW×+Î&ÑÓÒ�Î:ÍmÐ@Ì@Ì+Ï�ÍcÌ4ÐPØaÒc×+Î2ÙUÍ1Ø�Ú$×@Ö
{�q�Q�u�YT|�"/6Au© ��4"+ !���!)@�ÅÛ&FmH,)&�Â�4"O�_ \"/6Aq�Q�u�YÜ�5*���"��4�1�&�1 .�/�����$��34�1 �*!���|�Ä�_�W"+�@�4*��

N
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t
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bj,t = 1
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�]�����	�+���_�7 åä Qm8,EXY2I�34"+���'æLç/è�é4"+ !���!)0ê
w]¡�¢G£ ��� ¡&¤ u¥�! -ç/���0���0é~*-ç/êB.0è5��¦

= (( § 1, y1), . . . , ( § T , yT ))
F

w]¡�¢G£ ��� ¡&¤ u¨"+�0è����&��è5�@ç/ !�0���0é]ç/è�é4"+ !���!)0ê©<=���!)(#0.:æ&ç/���m !#0è5� L 6c"+ ,�!)&�
%1èÕç+*�*!�NM	�1 �ç/�&æ2ç+*�*�"�%1�NIç/���'æ2*!���1.$Ik*���y@�
#0.:æ&ç/���� !#0è5� S Fw]¡�¢G£ ��� ¡&¤ ul*�#0^0 �"+#0�!���&�=8A�1 !�&"+#0è�è��k{
p
|D<=)0�5%�)B ��1�!#0 !�&*\���&æ0�1.��1�&æ0�1���Z8,�1 !�&"+#0è�è��0 -ç/�&æ0"+êª3Pç/ !�NI

ç/^0è5�'*�<=���!)C.0 �"+^	ç/^0��è����kë
p
"/6D�-ç/«;���0éB�!)&�
3Pç/è�#&�WgPF

w]¡�¢G£ ��� ¡&¤ EDç/ -ç/êW�1���1 �*
N ∈ N

ç/�&æ
τ ∈ [0, 1]

F
¬�­ �k�0���!�Õç/è��5*-�
*!���1.C*!��y@�'*

ηj,1 ì 6a"+ mç/è�è j ∈ {1, . . . , N} F®'­ p&"+ ]ç/è�è
j ∈ {1, . . . , N} ì ���0���!�Õç/è��5*��2<A�1��éP)���*]¯ j,0 = 0

ç/�&æR�!)&�2�;#0ê?^��1 ]"/6�%'"+ ! ��'%1�!è�ë
%1èÕç+*�*!�NM	�'æ(�bz&ç/êB.0è5�'*

rj,0 = 0
F

°@­ �k�0���!�Õç/è��5*-�
¯
¯

0 = 0 ì i = 0 vi = 0 í³ ­,± ���
t = 1

��"
T ² �´'­

(
¯

1,t, ...,
¯

N,t, η1,t+1, ..., ηN,t+1) :=
Qm8,EXY

(
¯

1,t−1, ...,
¯

N,t−1, η1,t, ..., ηN,t, § t, yt, τ)µ@­ � ±
yt ( ¯
¯

i · § t) ≤ 0
�_� ¡;¶

·'­
¯
¯

i+1 = ˜
¯

t =
∑N

j=1

¯
j,t/N¸@­

i = i + 1º@­
vi = 0¬!»@­ ¡ ��¹ ¡

¬b¬�­
vi = vi + 1¬�®'­ ¡;¶ ² � ±¬!°@­ ¡;¶ ² ± �	�¬ ³ ­ � ¡ � £ � ¶

H( § ) := sgn (
∑m

i=1 visgn ( ¯
¯

i · § ))

"�%'%1#0 �*U<=���!)n.0 �"+^	ç/^0��è����kë
τ
Fîu,�]è����&�[ïð"/6�q�Q=umY ì �@ç+%-)n%1èÕç+*�*��NM	�1 j = 1, . . . , N

�5*~#0.$I
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t ì rj,t
F(H,)&�Wé4�1�&�1 -ç/è�����ëð"/6=�!)&�]u9èNI

é4"+ !���!)0êñÛl%'"+êW�'*2���ò�!)&�T%�)&"+�5%'�ð"/6Bç/éPéP ��1é�ç/����êW�1�!)&";æ ì �k<A"óç/è����1 !�	ç/�!��34�'*xç/ ��xéP��34�1�¨"+�è����&�'*Wg@ô2ç/�&ælg@ï$Ë�8=ç/éPéP���0éð{�q�Q=umYCIk8,ç/éPéP���0é;| ì "+ ��!)&�BêUçJ¼!"+ !���këx34"+���C{�q?Q=umY2I�êUçJ¼!"+ !���kë&|bFq�Q�u�YCIk8=ç/éPéP���0é��5*W�'*�*��1�;�!�Õç/è�è�ëS�!)&�(êW�1�!)&";æS.0 �"+.�"P*��'æO^;ëõp	�1 !�óç/�&æóqm��3Pç/�òfsrPtPtPtJjkFRH,)&�
q�Q�u�YCI�êUçJ¼`"+ !����ëC*�%@ç/è5�'*m�@ç+%�)x%1èÕç+*�*!�NM	�1 @��*�<>�1��éP);�m¯

j,T
^;ë

rj,T ì .0 �"�æ$#&%1���0éKçBM&�	ç/è7);ë;.�"+�!)$I�'*!�5*
H( § ) =

∑N
j=1 rj,T sgn (

¯
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 ��o E r�r ± p E � q o ��E���� ± p E q�o r E � � ± p E � � ��� E ��� ± p E � � o�o E p+o ± p E � o� N V	P���PM���������H��,

τ = 0.9 τ = 0.9 τ = 0.9 τ = 0.9 τ = 0.9o-!)2��.*�� ��� E q�q ± o E p � ��p E o&� ± p E q�� o&� E q+o ± � E q��  8�U�­¡8¡ ± �8�4�8� o/� E q � ± o E p���G!)2��.*��+
 ��� E q�� ± p E q � o ��E o � ± p E � q q E ��� ± � E�� q �.�U�­ +� ± �U�4�8� o�o E ��� ± p E�� oo/pG!)2��.*��+
 ��o E q�q ± p E � o o&r E �(� ± p E ��� �ZE o/q ± o E � r �.�U�Nÿ8� ± �U�4�8� o�o E o&p ± p E � �� N V	P]� O �����������
τ = 0.6 τ = 0.7 τ = 0.5 τ = 0.2 τ = 0.7o-!)2��.*�� ��o E r�� ± p E � p o ��E p � ± p E���� ��E q�� ± p E���� ��� E � � ± o E r�r o�o E p � ± p E�� ��G!)2��.*��+
 ��p E o � ± p E�� r o)� E � o ± p E���� ��E � � ± p E�� p ��� E r�� ± o E o&� o/p E o/� ± p E r �o/pG!)2��.*��+
 ��p E �+o ± p E�� o o)� E r�q ± p E�� � r E ��p ± p E � � ��� E p � ± o E �8o o/p E ��� ± p E � pN ê � O �������H�+�o-!)2��.*�� ��o E q�r ± p E � r o ��E o&r ± p E�� q o/p E �+o ± � E p�p � ��E ��q ± p E q�q o/p E q�q ± p E�� ��G!)2��.*��+
 ��p E o/� ± p E�� � o)� E � � ± p E�� � �ZE p�o ± o E p�r � ��E ��� ± p E q � q E q�q ± p E r �o/pG!)2��.*��+
 ��p E � � ± p E���� o)� E �(r ± p E�� r r E o/� ± p E � o � ��E q�� ± o E q � o/p E ��� ± p E r �N<O K1P
τ = 0.45 τ = 0.3 τ = 0.55 τ = 0.25 τ = 0.5o-!)2��.*�� ��o E p � ± p E � � �(�D���s¡ ± �����8� q E p�q ± p E q�o ��� E � r ± p E r�� o/p E ��q ± p E r���G!)2��.*��+
 o&q E q � ± p E���� �+ÿ������ ± ���4�+� ��E q�� ± p E ��� ��� E �(� ± p E r�r q E � q ± p E r�ro/pG!)2��.*��+
 ��p E ��q ± p E ��� �+ÿ��4�;ÿ ± ���4��¡ r E ��� ± p E � � ��� E ��p ± p E � � o/p E p+o ± p E r �N<O KQP�� I ����!/; τ = 0.5 τ = 0.5 τ = 0.5 τ = 0.3 τ = 0.7o-!)2��.*��  8�U�k�(� ± ���4�8� o ��E o&� ± o E p�� ���­�+� ± �U�4�;ÿ ��� E �(� ± p E �Zr o�o E���� ± p E �(��G!)2��.*��+
 o&q E�� q ± p E�� r o)� E�� p ± p E � � ¡����8� ± �U�4�U� ��� E�� � ± p E � � o/p E ��� ± p E r�ro/pG!)2��.*��+
 ��p E o)� ± p E�� � o)� E � � ± p E � r ���­�+� ± �U�­¡�� ��� E �(� ± p E � � o/p E � � ± p E r�q

®T¯k®�¯
° ±³²W´
µ
²	¶¸·1¹Sº�µ
²�»¼¹Q²½´�¾�¿�»Q¶ÁÀ	¾Dº.¾ÃÂ�¶Uº.Â
H,)&�?u=æ$#0è���ç/�&æ2���1^Læ&ç/�-çU*��1��*9#&*��'æ()&�1 ���ç/ ���ç+*9æ0�'*-%1 !��^:�'æC���x÷>)	ç/.0���1 
r$FAH,)&�V};ë;�;�!)&�1�!�5%
æ&ç/�-çx*��1�V<Aç+*VêW"�æ$�NM	�'æS��"L)	ç'34�2ç[êUç/ !éP���R"/6

κ = 0.01
 -ç/�!)&�1 B�!)	ç/�

κ = 0.05 ì ç/�&æõ�!)&�*!��y@�]"/69�!)&�Kæ&ç/�-çL*��1��<,ç+*V���&%1 ��@ç+*��'æð6� �"+ê g@tPtPt[��"ðg@tPtPtPt$F�HG<>"L�&�1<øæ&ç/�-çL*��1��*�6� �"+ê �!)&�¢
÷A�� ��1.�"P*!����"+ !ë[<A�1 ��B���&%1è�#&æ0�'æeË£Ä�ë;.�"+�!)�ë� �"+�5æ�ç/�&æx«� `I�3�*!I�«;.GF�H,)&�MÄ�ë;.�"+�!)�ë� �"+�5æTæ&ç/�-ç(*��1�
%'"+�&*!�5*!���'æ["/6\�k<>"]%1èÕç+*�*��'*9<=���!)Lv$g@iPvB6a�@ç/�!#0 ��
34�'%1��"+ �*m"/6Xæ$��êW�1�&*!�5"+�TrPô$FAH,)&�?êUçJ¼`"+ !����ë2%1èÕç+*�*
<Aç+*��!)&���&�1é�ç/�!��34�V<=���!)ThPôU.��1 �%'�1���
"/6Z�!)&����"+�-ç/è\*-ç/êB.0è5�'*W{����1^x�5*�*���êB��èÕç/ �|bF
H,)&��êUçJ¼!"+ !���kë



Þ v$Fsv a áLb:��à!�dc&eJ�7à1�-��f+���c� �SÅ

%1èÕç+*�*>"/6G�!)&��«� `I�3�*`I�«�.Uæ&ç/�-ç?*��1�>%'"+�;�-ç/���&�'æKôPr
.:�1 �%'�1�;�A"/6G�!)&�9��"+�-ç/è�*-ç/êB.0è5� ì �!)&�9��"+�-ç/è:*-ç/êB.0è5�<=���!)[v$g@hPi�6c�@ç/�!#0 ��'*=34�'%1��"+ �*�"/6\vPiBæ$��êW�1�&*��5"+�&*@F
���~�&"+�!�5%'�W6a �"+êw�!)&�~ ��'*!#0è���*�"/69H7ç/^0è5�(v$F�g~�!)	ç/�?6c"+ ?�!)&�'*��UèÕç/ !é4�~æ&ç/�-ç[*��1��*��!)&�1 ��U�5*��&"

 ��@ç/è�æ$�N�e�1 ��1�&%'�
^��1�k<>�'�1�[�!)&�
�k<A"W*!�! -ç/���1éP�5�'*�"/6Xq�Q�u�YõË&8=ç/éPéP���0é~ç/�&æ2YxçJ¼!"+ !���kë]34"+���PFXH,)0�5*
�5*����&æ$�5%@ç/�!��34��"/6>�!)&��6�ç+%1���!)	ç/�m�!)&�����&æ$��3;�5æ$#	ç/è\Ed�1 �%'�1.0�! �"+�&*�)	ç'34�V%'"+��34�1 !é4�'æx��"~<=)&�1 ��?�!)&�1ë
ç/ ��W.��1 `6c"+ !êB���0éL�'o;#	ç/è�è�ëT<>�1è�è,"+���!)&�~æ&ç/�-ç2*��1��*@FC÷A"+�&*��5æ0�1 !���0é[�!)&�]"+�0è����&�W.��1 `6a"+ !êUç/�&%'�x{cç
*!���0éPè5�
�1.�";%-)�|A"/67�!)&��3Pç/ !�5"+#&*=êW�1�!)&"�æ0* ì �!)&�?Qm8,EXY2I�34"+���'æ2é�ç'34�
�!)&��è5"_<>�'*!�����'*��,�1 ! �"+ �*_FX8Aë%'"+êB.	ç/ !���0é?�!)&�� ��'*!#0è���*Z"/6��!)&�=�k<A"?æ$�N�e�1 ��1���A"+�0è����&�98=ç/éPéP���0é�êW�1�!)&"�æ0*Aq�Q�u�YCIk8=ç/éPéP���0é�ç/�&æ
Q�Æ:u9Ik8,ç/éPéP���0é ì q�Q=umYCIk8,ç/éPéP���0é?)	ç+æB*!#0.:�1 !�5"+ \���'*��D�1 ! �"+ Z ��'*!#0è���*@FdH,)0�5*\è5�1�&æ0*\<>�1��éP);�X��"��!)&�^��1�&�bM&��*�"/6>ç/è�è5"_<=���0é]�!)&���!#0�0���0éK"/6

τ
F9H,)&��*!���0éPè5���1.�";%-)C ��'*!#0è���*�"/6Aq�Q�u�YCIk8=ç/éPéP���0é~<A�1 ��

*!��êB��èÕç/ ���"UQm8,EXY ì *!)&"_<=���0éW�&"W%1è5�@ç/ �ç+æ$3Pç/���-ç/é4�?���Cç/éPéP ��1é�ç/�!���0éU�!)&�
<A�1��éP)���*m%'"+êB.	ç/ ��'æ(��"�!)&�W);ë;.�"+�!)&�'*��'*K{������!)&�Uè����&�@ç/ �%@ç+*��_|?ç/�&æ��!)&�Uæ&ç/�-çC*��1��*�ç/ ��UèÕç/ !é4�PF2����<Aç+*��������1 ��'*!�!���0éL��"
�&"+�����!)	ç/���!)&��34"+���'æ[Ed�1 �%'�1.0�! �"+�T<Aç+*�"+�&��"/6X�!)&�?^��'*!��.:�1 `6c"+ !êB���0é~êW�1�!)&"�æ0*@F�����*-�'���!)	ç/�
�!)&�U%'"+�$M	æ0�1�&%'�]���;���1 !3+ç/è,<>�1 ��]*!êUç/è�è5�1 ������!)&�]%@ç+*��U"/6��!)&�(Qm8,EXYCI�34"+���'æeFCH,)0�5*�<Aç+*�êW"P*!�
�&"+�!�5%'�@ç/^0è5�V<=)&�1�x�!)&�Væ&ç/�-çK*��1��<,ç+*� -ç/�!)&�1 GÇk�&"+�5*!ë�� ì ç+*m<,ç+*
�!)&�V%@ç+*��?���x�!)&�W};ë����!)&�1�!�5%Wç/�&æu=æ$#0è��9æ&ç/�-çB*-�1��*@F

�n)0��è5*!�W�!)&�C34"+���'æóEd�1 �%'�1.0�! �"+�îæ$�5æOéP��34�[ç�.:�1 `6c"+ !êUç/�&%'�2é�ç/��� ì ���]%@ç/êW�[ç/�~*-"+êW�2%'"P*!�"/6,���&%1 ��@ç+*��'æTêW�1êW"+ !ëL ��'o�#0�� ��'æeF~Q��&�V.�"+���1���!�Õç/èA*�"+è�#0�!�5"+�T�5*
��"K.0 !#0�&�B�!)&�B*���"+ ��'æT<>�1��éP);��*@F
p&"+ ����&*!�-ç/�&%'� ì ���[*�"+êW��%@ç+*��'*9*!��"+ !���0é]<>�1��éP);��*m<=)&�1 �� v = 1

êUç'ë()	ç/ !ê �!)&�
M&�	ç/èD%'"+ê?^0���&�'æ
)�ë�.�"+�!)&�'*!�5*@F2H,)0�5*��5*�^:�'%@ç/#&*��]çJ6����1 ��!)&�U���0���!�Õç/èA#0.�æ&ç/���U���ð�!)&�U34"+���'æõE7�1 �%'�1.0�! �"+�O�!)&�UèÕç+*!�
<>�1��éP);���5*=ç+*�*!#0êW�'æ]��"V%'"+ ! ��'%1�!è�ë]%1èÕç+*-*!�NM	�1 ,�!)&��#0.�æ&ç/���'æ(�bz&ç/êB.0è5� ì �!)&�1 ��b6a"+ �� v

�5*,*��1�,��"V"+�&� ì^0#0�,�!)&�1 ����5*A�&"�éP#	ç/ -ç/�;���'�
�!)	ç/��çJ6����1 ,�!)&�m#0.�æ&ç/�����!)	ç/�=�!)&�m<A�1��éP)��9%'"+ ! ��'%1�!è�ë]%1èÕç+*�*!�NM	�'*,�!)	ç/�
�bz&ç/êB.0è5�K�!)&�K�&�bz��V�!��êW�PFõH,)0�5*W*!#0éPé4�'*!�V�!)	ç/�V6c"+ !é4�1�!�!���0é��!)&�]<>�1��éP)���*W6a"+ 

v = 1
<=��è�è=�&"+�

.��1�	ç/è��5*��=�!)&�AM&�	ç/è	*�"+è�#0�!�5"+�~"/6:�!)&�=34"+���'æUE7�1 �%'�1.0�! �"+�GF>H�"
êUç/«4�=�!)&��34"+���'æWE7�1 �%'�1.0�! �"+�].0 -ç+%bI
�!�5%@ç/èZ���Oç/�ð"+�0è����&�]*��1�!�!���0é[ ��'o�#0�� ��'*Vç(<,ç'ë�"/6�.0 !#0�0���0é8È/æ$�5*�%@ç/ �æ$���0éx<A�1��éP)���*@F[p&"+ ��bz&ç/êB.0è5�
.0 !#0�0���0éB�!)&��<>�1��éP);��*�<=)&�1 ��
�!)&�m�;#0ê?^��1 9"/6d%'"+�&*��'%1#0�!��34�?%'"+ ! ��'%1�!è�ë]%1èÕç+*�*��NM	�'æ(�bz0ç/êB.0è5�'*=<,ç+*
è5�'*�*��!)	ç/�ng@tõ{�)&�1�&%'�K*!#0 !3���34�'æ�è5�'*�*��!)	ç/� g@t2�����1 -ç/�!�5"+�&*�|
6c"+ ��!)&�Kç+æ$#0è���æ&ç/�-ç[*��1��é�ç'34�~���'*!�
�1 ! �"+ �*B"/6

14.88 ± 0.01
ç/�&æ

15.16 ± 0.05 ì 6a"+ V�!)&�(Qm8,EXY2I�34"+���'æRç/�&æõ�!)&�]34"+���'æOEd�1 �%'�1.$I�! �"+�C ��'*�.:�'%1�!��34�1è�ë4FBÄm�1�&%'� ì �!)&�VQm8,EXY2I�34"+���'æ[<Aç+*�êW"+ ��� ��'*���è��5�1���m��"W.0 !#0�0���0é~6a"+ ��!)0�5*mæ&ç/�-ç*��1�@Fxp0 �"+êÜpd��éP#0 ��(v$F�gU.0 !#0�0���0éT���õ�!)0�5*�<Aç'ëõ�5*��'o�#0��3Pç/è5�1���B��"Læ$�5*�%@ç/ �æ$���0éx#0.S��"C�!)&�ÊÉ.ÉJ�!)
.��1 �%'�1���!��è5��6a"+ �Qm8,EXYCI�34"+���'æKç/�&æKï$g'*!�A.:�1 �%'�1�;�!��è5��6a"+ A34"+���'æ~Ed�1 �%'�1.0�! �"+�GF	Ëm"+�����&"+ !êUç/è��5*!���0é
�!)&�
)0�5*!��"+éP -ç/ê "/6Dpd��éP#0 ��?v$F�g
éP��34�'*mçVæ$�5*!�! !��^0#0�!�5"+�["/6

v ì <=)0�5%-)[%'"+#0è5æ(^���#&*��'æCç+*�ç���";"+èe6c"+ "+�0è����&�
.0 !#0�0���0é&F

®T¯k®�¯kÌ ÍÎ¶U¿+²	¶�´G¾S²	Àx¿�¶U¾S´AÏ¥¹J¿+´
ÀÐÀ�¾5º.¾¼Â(¶�º�Â
H,)&�]æ&ç/�-ç2*��1��*�<>�1 ��~�!)&�~*�ç/êW�~ç+*��!)&"P*��U#&*-�'æ����R}��'%1�!�5"+�Sr$F Û&Fsv["/6m÷>)	ç/.0���1 Vr$FCH,)&�¨Ñ�8Ap
«4�1 !�&�1è�"/6�{cr$Fsi4|A<Aç+*9#&*��'æK<=���!)

ς = 0.5
F

};�!#&æ$ë����0éx�!)&�]*����0éPè5�]�1.�"�%�)S ��'*!#0è���*B"/6�Hdç/^0è5�2v$FsrC�!)&�2Qm8,EXY ç/�&æOQm8,EXYCI�34"+���'æS)	ç+æ
�!)&�W*!êUç/è�è5�'*��
���'*!�?�1 ! �"+ �*�����ç/è�èZ^0#0���!)&�BE\��êUç2æ&ç/�-ç2*��1�@FBH,)&�V6�ç+%1���!)	ç/��q�Q�u�YCIkYLçJ¼!"+ !���kë
)	ç+æð�!)&�~^��'*!�� ��'*!#0è���6a"+ �E\��êUçLæ&ç/�-ç[*-�1��<,ç+*VçC^0���V"/6mç/�Sç/�&"+êUç/è�ëð<=)0�5%�)S<>�(ç/ ��~#0�	ç/^0è5�
��"T�bz$.0èÕç/���GF����(*��'�~6a �"+êÜ�!)&�K ��'*!#0è���*B"/6mHdç/^0è5�Cv$FsrL�!)	ç/�B�!)&�K34"+���'æOEd�1 �%'�1.0�! �"+�óæ$�5æS�&"+�



��Ò �>�0�������U�����a���$�]���_�a�������

.��1 `6a"+ !ê <A�1è�è ì ���l%'"+���! -ç+*��U��"T�!)&�(è����&�@ç/ ]*��1�!�!���0é&FnH,)&�[Qm8,EXY2I�34"+���'æó)&"@<A�134�1 Kç+%-)0�5�134�'æé4"�";æ] ��'*!#0è���*,���K^�"+�!)(è����&�@ç/ 9ç/�&æ~�&"+�$I�è����&�@ç/ �*��1�!�!���0é4*@FZ÷A"+êB.	ç/ !���0éW�!)&����<>"W"+�0è����&�
8=ç/éPéP���0é
���'%�)0�0�5o;#&�'*A"/6�q?Q=umY2Ik8=ç/éPéP���0é({ap&�1 !�Kç/�&æ]qm��3+ç/�LfsrPtPtPtJj�|Xç/�&æKQ�Æ:u�Ik8=ç/éPéP���0é]{�Q�y_çUfsrPtPt$gbj�| ì�!)&�1 ��2<,ç+*(çT*!�-ç/�!�5*!�!�5%@ç/è�è�ëR*!��éP�0�NM	%@ç/�;�(æ$�N���1 ��1�&%'�C���l.��1 `6a"+ !êUç/�&%'�C6a"+ ]H,)�ë� �"+�5æóç/�&ænE\��êUç
æ&ç/�-çB*��1��* ì �!)&"+#0éP)[ç+*��bz$.:�'%1���'æ ì 6c"+ 9çV*��1�!�!���0éU"/6Xç/.0.0 �"'z$��êUç/���1è�ë τ = 0.6 ì q�Q=umY2Ik8=ç/éPéP���0é)	ç+æL%'"+êB.	ç/ -ç/^0è5�V.:�1 `6c"+ !êUç/�&%'�?��"(Q�Æ:u9Ik8,ç/éPéP���0é&F�÷A"+êB.	ç/ !���0éK�!)&��*!���0éPè5���1.�"�%�)L ��'*!#0è���*�"/6
q�Q�u�YCIk8=ç/éPéP���0éLç/�&æðQm8,EXY ì �!)&�1 ��B<,ç+*�è5"@<A�1 ?���'*!���1 ! �"+ �*
#&*!���0éLQm8,EXY ç/é�ç/���&*!�LÄm�@ç/ !� ì}�"+�	ç/ �ç/�&æT� "+�&"P*!.0)&�1 ��Bæ&ç/�-çK*��1��*@F�H,)0�5*��1êB.0�� !�5%@ç/èZ%'"+êB.	ç/ !�5*-"+�����&æ$�5%@ç/���'*��!)&�1 ��V<,ç+*�*�"+êW�
��êB.0 �"@34�1êW�1�;�D���?é4�1�&�1 -ç/è��5*-ç/�!�5"+��<=)&�1�?#&*!���0é
Qm8,EXYÉ -ç/�!)&�1 ��!)	ç/��"+�0è����&�Z8=ç/éPéP���0é ì �'*!.��'%1�Õç/è�è�ë<=)&�1�nç/.0.0è�ë����0é��!)&�C«4�1 !�&�1è���"��!)&�CEd�1 �%'�1.0�! �"+�GF¥÷A"+êB.	ç/ !���0éS�!)&�[Qm8,EXY *�"/6a�W^:"+#0�&æ&ç/ !ë
 ��'*!#0è���*2"/6BH7ç/^0è5�ðr$Fsvò{a*��'��÷>)	ç/.0���1 [r4|]<=���!)î ��'*�#0è���*2"/6WQm8,EXYCI�34"+���'æ ì <A��*��'�x�!)	ç/�(�!)&�Qm8,EXY�<=���!)[çV*�"/6a�A^�"+#0�&æ&ç/ !ëK<Aç+*=^��1�!���1 =���Cç/è�è��bz0%'�1.0�=�!)&�
%@ç+*��
"/6D�!)&�
H,)�ë� �"+�5æ2æ&ç/�-çB*��1�@F
H,)0�5*���êB.0è��5�'*��!)	ç/���!)&��*-"/6���^�"+#0�&æ&ç/ !ëC%@ç+*���"/6X�!)&��Qm8,EXYCI�34"+���'æL<>"+#0è5æL*!��êB��èÕç/ !è�ë(.:�1 `6c"+ !ê
^��1�!���1 @F

ÿ��
Ó Ô��VÃ ÃÕ`=�5Ö
u¥��#0ê?^��1 9"/6\"+�0è����&�
34"+�!���0éWêW�1�!)&"�æ0*�<A�1 ���%'"+�&*!�5æ0�1 ��'æ(���(�!)0�5*�%�)	ç/.0���1 @FX���
æ$�5*-%1#&*�*��'æK�k<A"
�bz$�5*!�!���0é]"+�0è����&��è5�@ç/ !�0���0éKêW�1�!)&";æ0*�6c"+ m8=ç/éPéP���0é&Ë�"+�&��êW�1�!)&"�æ ì ^;ëCp&�1 !��ç/�&æTqm��3+ç/�SfsrPtPtPtJj ì#&*��'æð�!)&�~*�ç/êW�~ -ç/�&æ0"+êÜ*-ç/êB.0è����0éx�! !�5%-«�"/69�!)&�(Qm8AEZYå"/6��!)&�]èÕç+*!�W÷>)	ç/.0���1 í �!)&�]*��'%'"+�&æêW�1�!)&"�æO#&*��'æO^;ëOQ�y_çOfsrPtPt$gbjm)	ç+æRçTæ$�N�e�1 ��1���U -ç/�&æ0"+ê *-ç/êB.0è����0é�<=)0�5%-)R<Aç+*~æ$�5*!�! !��^0#0���'æ
ç+%'%'"+ �æ$���0éU��"V�!)&�?E7"+�5*�*-"+�Cæ$�5*!�! !��^0#0�!�5"+�C<=���!)CêW�@ç/�C"/6D"+�&�PF

u��C"+�0è����&�?ç/è�é4"+ !���!)0ê �!)&��q��1�&�1 -ç/è��5*��'æxQ��0è����&��u9éPéP ��1é�ç/����Y[�1�!)&"�æ�{�q�Q�u�YT| ì <,ç+*�.0 ��bI*��1�;���'æî<=)0�5%�)Æ%'"+ê?^0���&�'æò��<>"lêW�1�!)&";æ0*26a"+ Cç/éPéP ��1é�ç/�!���0éó�!)&�T)�ë�.:"+�!)&�'*-�'*@ËR8=ç/éPéP���0éóç/�&æ
YxçJ¼`"+ !����ë�I�34"+��� ì <=)0�5%-)ó#&*-�'æR�!)&�L*-ç/êW�2 -ç/�&æ0"+ê *-ç/êB.0è����0éõ���'%�)0�0�5o;#&�["/6?p&�1 !� ç/�&æ q���3+ç/�
fsrPtPtPtJj,ç/�&æõQm8AEZYðFe���W�����! �"�æ$#&%'�'æõç]�&�1< �bz����1�&*!�5"+�ð"/6�Qm8,EXY <=)0�5%�)ð���&%'"+ !.:"+ -ç/���'*��!)&�
34"+���'æxE7�1 �%'�1.0�! �"+� ì %@ç/è�è5�'æ[�!)&�BQm8,EXYCI�34"+���'æeF�����*!)&"_<>�'æL�!)	ç/�
�1êB.0�� !�5%@ç/è�è�ëxQm8,EXYCI�34"+���'æ)	ç+æW��êB.0 �"_34�'æ]é4�1�&�1 -ç/è��5*-ç/�!�5"+�~.��1 `6c"+ !êUç/�&%'��%'"+êB.	ç/ ��'æ~��"��!)&��"+�!)&�1 A"+�0è����&��34"+�!���0é?êW�1�!)&"�æ0*
%'"+�&*!�5æ0�1 ��'æB)&�1 ��PFDH,)&�=�1êB.0�� !�5%@ç/è	�13��5æ0�1�&%'�,6c"+ Xç�*!���0éPè5�=�1.:"�%�)C{a"+�0è����&�,.��1 `6c"+ !êUç/�&%'�_|D*!)&"@<A�'æ
�!)	ç/�VQm8,EXY )	ç+æ�6cç@34"+#0 -ç/^0è5�U���'*!���1 ! �"+ ?.��1 `6a"+ !êUç/�&%'�~%'"+êB.	ç/ ��'æ���"xq�Q=umY2Ik8=ç/éPéP���0é ì �'*`I.��'%1�Õç/è�è�ë]<=)&�1�xç/.0.0è�ë;���0é~�!)&��«4�1 !�&�1è�F�Q��&��ç+æ0æ0�'æLç+æ$3+ç/�;�-ç/é4���5*9�!)	ç/��Qm8,EXY  ��'o;#0�� ��'*9%'"+êVI
.	ç/ -ç/�!��34�1è�ë]è5�'*�*,êW�1êW"+ !ëU�!)	ç/�28=ç/éPéP���0é&FXH,)&�?Qm8,EXY ç/è�é4"+ !���!)0êö"+�0è�ëU)	ç+*,��"V*!��"+ ��
ç�*!���0éPè5�
<>�1��éP);�934�'%1��"+ =6c"+ ���êB.0è5�1êW�1�;�-ç/�!�5"+� ì <=)&�1 ��@ç+*�8,ç/éPéP���0éUê?#&*!�9*���"+ ��?ç/è�è N F

���B*!)&"_<>�'æ����T�!)&�B%@ç+*��B"/6A�!)&�Bu=æ$#0è���æ&ç/�-çK*��1�
�!)	ç/��.0 !#0�0���0é[ç/.0.0è��5�'æT��"K�!)&�UQm8,EXYCI
34"+���'æî%@ç/� ^:�Læ0"+�&�x<=���!)&"+#0�2æ0�1�! !��êW�1���-ç/è��b���'%1��*]��"õ�!)&�x���'*!�K�1 ! �"+ �*@F ���x*!)&"_<>�'æ �!)	ç/�
�1êB.0�� !�5%@ç/è�è�ë������!)&�~%@ç+*��U"/6=�!)&�~E7�1 �%'�1.0�! �"+�S�!)&�W"+�0è����&�]8=ç/éPéP���0éC.0 �"+.�"P*��'æ�^;ëðQ�y_ç�fsrPtPt$gbj
%'"+#0è5æL^:����êB.0 �"@34�'æ�"+�L^;ë2#&*!���0éK�!)&�����'%�)0�0�5o;#&�B"/6>p&�1 !��ç/�&æ�qm��3Pç/�SfsrPtPtPtJjkF�����.0 �"+.�"P*��'æ
ç]êW"�æ$�NM	%@ç/�!�5"+����"K�!)&�B�bz$�5*!�!���0é(34"+���'æ�Ed�1 �%'�1.0�! �"+�GË? -ç/�!)&�1 ��!)	ç/��*-�1�!�!���0é2�!)&�B%'"+#0����"/6>�!)&�
%'"+ ! ��'%1�!è�ë(%1èÕç+*�*!�NM	�'æ2�bz&ç/êB.0è5�'*���"U"+�&�
���0���!�Õç/è�è�ë2ç/�9�134�1 !ë]Ed�1 �%'�1.0�! �"+�L#0.:æ&ç/���
<A��.0 �"+.�"P*�����"
*��1�A���Z��"�y@�1 �"0F\p&"+ ,34�1 !ëBèÕç/ !é4��æ&ç/�-ç?*��1��*><>�m.0 �"+.�"P*����!)	ç/�,ç? ��1éP��êW��"/6d"+�0è����&�9.0 !#0�0���0éV3��Õç�ç
)0�5*!��"+éP -ç/ê {aæ0�1�&*����këB"/6:�;#0ê?^��1 >"/6e%'"+ ! ��'%1�!�5"+�&*�|\*�)&"+#0è5æV^:�,#&*��'æW<=���!)B�!)&�=34"+���'æWEd�1 �%'�1.0�! �"+�GF



×¥Ø ¾�Ù�º.¶U¿ÛÚ

Ü ùö÷ Ý ÷ÐÞÎßø÷áà ï¸Þúî ó âäã å óçæüñôóöõ å óþû

è îÕé�é�åëê îìÞÁå ïòñQí ÷ î ñ�é(ïú÷áÞ�ñôóöõ

Ó?��� ÷����	��

����������
��
���(�!)&��èÕç+*!�=6c�1<ò%�)	ç/.0���1 �*�<A��)	ç@34�
.0 ��'*��1�����'æLç/�&æ(æ$�5*�%1#&*�*��'æ23+ç/ !�5"+#&*9ç/è����1 !�	ç/�!��34��ç/éPéP ��1é�ç/���
êW�1�!)&"�æ0*,6a"+ ="+�0è����&��è5�@ç/ !�0���0éW<=)0�5%-)[ç/ ���«��&"@<=�(��"V.0 �"�æ$#&%'��ç�è����&�@ç/ �%1èÕç+*�*!�NM	�1 =<=���!)Cç�èÕç/ !é4�
êUç/ !éP���GFX����34�'*!�!��é�ç/���'æC���(�!)0�5*�%�)	ç/.0���1 �ç/ ����!)&��*-ç/êW��èÕç/ !é4�
êUç/ !éP���[%1èÕç+*�*!�NM	�1 =êW�1�!)&"�æ0*=#&*��'æ
���ó%'"+�+¼`#0�&%1�!�5"+� <=���!)l�!)&�[�-ç+*!«O"/6����$6a"+ !êUç/�!�5"+�  ��1�! !�5�13Pç/è�ç/�&æó%'"+è�èÕç/^:"+ -ç/�!��34�[M&è����1 !���0é&F¥�k�
ç/.0.0è��5%@ç/�!�5"+�&*�è���«4�U���$6c"+ !êUç/�!�5"+�S ��1�! !�5�13+ç/è=ç/�&æ�%'"+è�èÕç/^�"+ -ç/�!��34�~M&è����1 !���0é[<A�U<,ç/���V��"C"+ �æ0�1 V"+ 
Ï!Ð+Î�ïWæ0";%1#0êW�1�;��*� -ç/�!)&�1 ��!)	ç/�î{a*!��êB.0è�ë&|�%1èÕç+*-*!�N6�ë����0éC�!)&�1ê ������"ðÏ�ÍbÑ�Í�ðJÐ+Î	Ø=ç/�&æóÎ�×+ÎUñ�Ï!ÍbÑ5Í&ðJÐPÎ	Ø
æ0"�%1#0êW�1����* ì �!)	ç/���5* ì <A�>ç/��ê¥ç/��M&�&æ$���0é9êUç/.0.0���0é4*d"/6$���&*��-ç/�&%'�'*���"=�!)&�1�� d%'"+ ! ��'%1�� -ç/�0«$*�%-)&"P*��1�6a �"+êøç/��×+Ï!Ö�ÍbÏ�Í!Ö?*��1�="/6� -ç/�0«�* {1, . . . , k} F\p&"+ ��bz&ç/êB.0è5�
%'"+�&*!�5æ0�1 ,�!)&�m���$6a"+ !êUç/�!�5"+�2 ��1�! !�5�13Pç/è�-ç+*!«V"/6: -ç/�!���0é�ç�.	ç/ !�!�5%1#0èÕç/ >o;#&�1 !ë�Ikæ0"�%1#0êW�1���>.	ç/�� X������"� ��1è5�13+ç/�;� ì .�"P*�*!��^0è5�, ��1è5�13Pç/��� ì ç/�&æB�&"+� ��1è5�13Pç/��� ì <=)0�5%-)W<>�AêW"�æ0�1è0ç+*Xç/�B"+ �æ0�1 ��'æB*��1�\"/6:v$FDH,)0�5*\�bz&ç/êB.0è5�A ��'o�#0�� ��'*D���;34�'*!�!��é�ç/�!���0é��!)&�%'"+�����1�;�9"/6�^�"+�!)K�!)&�
æ0";%1#0êW�1�;�9ç/�&æ~�!)&�
o;#&�1 !ë~ç/�&æK#&*!���0éB*�"+êW��*!��êB��èÕç/ !����ë~êW�1�! !�5%�^��1�k<A�'�1�
�!)&�V�k<A" ì  ��'*�#0è��!���0é2���ðç] -ç/�0«4�'æTè��5*!��"/6=æ0"�%1#0êW�1����*@FWu���ç/è����1 !�	ç/�!��34�~ç/.0.0 �"4ç+%-)���"( -ç/�0«����0é�!)&�Ao�#&�1 !ë;Ikæ0";%1#0êW�1�;�\.	ç/�� 7�5*D%'"+è�èÕç/^�"+ -ç/�!��34�>M&è����1 !���0é�"+ 7 ��'%'"+êBêW�1�&æ0�1 X*!ë$*!���1êW*,{dÑ9�'*!�0�5%-«�ç/�&æòZç/ !�Õç/�óf�g@hPh�É_j í 8> ��'�'*-�U�1��ç/è�F>f�g@hPhPïJj�|
<=)&�1 ��U�!)&�W.0 ��'æ$�5%1���'æð -ç/�0«;���0é4*?6a"+ �o�#&�1 !ë;Ikæ0";%1#0êW�1�;�.	ç/�� �*~ç/ ��2êUç+æ0�2^�ëS#&*!���0éð�!)&�( -ç/�0«����0é4*[{a"+ �¼`#&æ$é4�1êW�1����*b|VêUç+æ0�2^;ëS.:�'"+.0è5�(<=���!)n*!��êB��èÕç/ 
�������1 ��'*���*B"+ V*-"+êW�]�bz$.��1 !�!�5*��U���S -ç/�0«����0éx�!)&�~.	ç/�� �*_Fx���]%-)&"P*��]��"26c"�%1#&*�"+�O%'"+è�èÕç/^�"+ -ç/�!��34�
M&è����1 !���0é ì ç+*,�!)0�5*�*-�'�1êW*�ç��	ç/�!#0 -ç/èG<Aç@ë~��"V -ç/�0«]�����1êW*9ç/�&æ2ç'34"+�5æ2�!)&���5*�*!#&��"/6d*!�!#&æ$ë����0éB�!)&�%'"+�����1�;��"/6D�!)&�
�����1êW*@F

H�<>"(æ$�N�e�1 ��1����<Aç@ë�*��! -ç+æ$���!�5"+�	ç/è�è�ëL#&*��'æ[���L�-ç+%-«;è����0éK -ç/�0«[è5�@ç/ !�0���0é(ç/ ��PË��1���!)&�1 �ç+*�çU ��bI
éP ��'*�*!�5"+�V.0 �"+^0è5�1ê "+ Xçm%1èÕç+*�*!�NM	%@ç/�!�5"+�B.0 �"+^0è5�1ê2F�Äm"@<A�134�1 ì ���V�!)&�, ��1éP ��'*�*!�5"+�B*��1�!�!���0é?ç�êW�1�! !�5%�5*d ��'o�#0�� ��'æV<=)0�5%-)B%'"+��34�1 !��*\�!)&�A -ç/�0«$*D��"� ��@ç/è$3Pç/è�#&�'*@F#óm�1���1 !êB���0���0é
�!)0�5*DêW�1�! !�5%A�5*D����é4�1�&�1 -ç/è
34�1 !ë�æ$�4ôU%1#0è��Aç/�&æ�êUç/«4�'*X ��1éP ��'*�*!�5"+�Uç/è�é4"+ !���!)0êW*\34�1 !ë�*��1�&*!���!��34�,��"m�!)&�, ��1.0 ��'*��1���-ç/�!�5"+�~"/6��!)&�
 -ç/�0«$*, -ç/�!)&�1 =�!)	ç/�(�!)&�1�� =.	ç/�� !<=�5*��
"+ �æ0�1 !���0é&FAQ��(�!)&��"+�!)&�1 =)	ç/�&æ ì %1èÕç+*�*��NM	%@ç/�!�5"+�Cç/è�é4"+ !���!)0êW*%'"+êB.0è5�1���1è�ëV��éP�&"+ ����!)&�="+ �æ0�1 !���0é�"/6:�!)&�, -ç/�0«$*\^�ëV�! ��@ç/�!���0é��!)&�1ê ç+*X%1èÕç+*�*��'*Xç/�&æW�!)�#&*X ��'o;#0�� ��
����é4�1�&�1 -ç/è,êW"+ ��~�! -ç/���0���0éTæ&ç/�-ç$FCH,)&�~êUç/���õæ$�4ôU%1#0è���ë�<=���!)õ ��1éP ��'*�*!�5"+� ì *!.��'%1�NM	%@ç/è�è�ëõ}8ò�Y"+ �æ$���	ç/è� ��1éP ��'*-*!�5"+�2�5*=�!)&��o;#	ç+æ$ -ç/�!�5%�éP �"_<=�!)C���2�!)&����#0ê?^��1 �"/6X%'"+�&*!�! -ç/���;��*mç+*��!)&�
�! -ç/���0���0é
*��1��*!��y@�����&%1 ��@ç+*-�'*@F
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u  ��'%'�1���~ -ç/�0«Sè5�@ç/ !�0���0éõç/è�é4"+ !���!)0ê êW"+�!��3Pç/���'æR^;ëS�!)&�2E7�1 �%'�1.0�! �"+� �5*B�!)&�CE�Ñ�ç/�0«Rç/èNI
é4"+ !���!)0ê {�÷> -ç/êBêW�1 Bç/�&æð};���0é4�1 ]fsrPtPtPrJj�|bF]����%'"+�;�! -ç+*!�?��"2"+�!)&�1 Vç/è�é4"+ !���!)0êW*]{a*-�'�MÄ��1 !^0 !�5%-)
�1��ç/è�F�fsrPtPtPtJj�| ì <=)0�5%-)(#&*!#	ç/è�è�ë~*-o�#	ç/ ����!)&�m�! -ç/���0���0éW*��1�A*���y@�9^;ëU<>"+ !«����0éW"+�K.	ç/�� �*,"/6��! -ç/���0���0é�bz&ç/êB.0è5�'* ì E�Ñmç/�0«� ��'o;#0�� ��'*Zçmê?#&%-)~*!êUç/è�è5�1 \�! -ç/���0���0é�*��1�@FDp&"+ \èÕç/ !é4��æ&ç/�-ç�*��1��*DêW�1êW"+ !ëB%'"+�$I
*!�! -ç/���;��*�êUç/«4�
 -ç/�0«����0éWêW�1�!)&"�æ0*�<=)0�5%�)[.:�1 `6c"+ !êøê?#0è��!��.0è5�� !#0�&*=�!)0 �"+#0éP)[�!)&�
æ&ç/�-çV#0�0êUç/�$I
ç/é4�@ç/^0è5�PF>Q��&�m�bz0ç/êB.0è5�m"/6�*!#&%-)Kç? -ç/�0«;���0é�êW�1�!)&"�æ ì �5*>�!)&��^:"�"P*!�!���0é?êW�1�!)&"�æ]"/6QÑ�ç/�0«$8A"�"P*!�
"/6>p0 ��1#0�&æT�1��ç/è�FdfsrPtPtPvJjX<=)0�5%�)x)	ç+*�é4"�";æ[é4�1�&�1 -ç/è��5*-ç/�!�5"+�T.��1 `6a"+ !êUç/�&%'�V^0#0�m ��'o�#0�� ��'*�ê�#0è��!�NI
.0è5�V !#0�&*��!)0 �"+#0éP)��!)&�Bæ&ç/�-ç(*��1�@FV���Wç/ ��B�!)&�1 ��b6c"+ ��B�������1 ��'*����'æT����"+�0è����&�B -ç/�0«����0é(è5�@ç/ !�0���0é
ç/è�é4"+ !���!)0êW*��!)	ç/�9%@ç/�(^:��#&*-�'æK6a"+ =�! !#0è�ë("+�0è����&�
.0 �"+^0è5�1êW* ì �PF é&F\ -ç/�0«����0éW<>�1^Læ0";%1#0êW�1�;��*9"+��!)&���������1 !�&�1�@F

÷>èÕç+*�*��NM	%@ç/�!�5"+�nç/è�é4"+ !���!)0êW*~����34"+è�3����0é��!)&�2Ed�1 �%'�1.0�! �"+�ó)	ç@34�2^��'�1�l*!�!#&æ$�5�'æR�bz$���1�&*!��34�1è�ë ìç/�&æx ��'%'�1���!è�ëL�!)&�1 ��V)	ç+*�^��'�1�T���&%1 ��@ç+*��'æx�������1 ��'*!�
���T#&*����0é]�!)&�1ê ��"K.0 �"�æ$#&%'�VèÕç/ !é4�VêUç/ !éP���
*�"+è�#0�!�5"+�&*]{cç+*�æ$�5*�%1#&*�*��'æx���ð÷>)	ç/.0���1 ]g ì �PF é&Fe�!)&�B3Pç/ !�Õç/����*�"/6A�!)&�VêUç/ !éP���	ç/è��5*-�'æ�Ed�1 �%'�1.0�! �"+�{dóm#&æ&ç
�1�Zç/è�F0fsrPtPtPtJj�| ì YxçJz$��êUç/è0êUç/ !éP���UE7�1 �%'�1.0�! �"+�T{dÿ9"_<Aç/è5%1y'ë�«2fsrPtPtPtJj�| ì Ñ�QmYLY[uÀ{��e�	ç/�&æ�G"+�0é�fsrPtPtPrJj�| ì u��GYLuö{�q��1�;�!��è5�(fsrPtPt$gbj�| ì ç/�&æTY[� Ñ9u©{�÷> -ç/êBêW�1 ?ç/�&æ�};���0é4�1 WfsrPtPtPvJj�|!|bF�p&"+ 
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ç/ ��
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5 ¡�¢G£ ��� ¡&¤ un�! -ç/���0���0é��bz&ç/êB.0è5��ç/�> �"+#0�&æ

t
"/6

( § t, y
r
t )
%'"+�&*!�5*!�!���0é�"/6�ç
 -ç/�0«

yr
t ∈ {1, . . . , k}ç/�&æ(���&*!�-ç/�&%'� § t ∈ R

d F5 ¡�¢G£ ��� ¡&¤ Ed�1 �%'�1.0�! �"+�[<A�1��éP)���*�¯
t ∈ Rd F5 ¡�¢G£ ��� ¡&¤ H,)&�
�!)0 ��'*!)&"+è5æC*��1��ç/�= �"+#0�&æ

t ì ct = (ct(1), . . . , ct(k − 1), ct(k) = ∞)′
F

¬�­ .0 ��'æ$�5%1�
ŷr

t = minr∈{1,...,k}{r :
¯

t · § t − ct(r) < 0}®'­ � ±
ŷr

t 6= yr
t

�_� ¡;¶
°@­ ± ���

r = 1
��"

k − 1 ² �³ ­ � ±
(yr

t ≤ r)
�_� ¡;¶

lt(r) := −1
¡ ��¹ ¡

lt(r) := 1´'­ ¡;¶ ² ± �	�µ@­ ± ���
r = 1

��"
k − 1 ² �·'­ � ±

(
¯

t · § t − ct(r))lt(r) ≤ 0
�_� ¡;¶

¸@­
at(r) := lt(r)

¡ ��¹ ¡
at(r) := 0º@­ ¡;¶ ² ± �	�¬!»@­ £!6 ²�7 � ¡ ¯ t+1 :=

¯
t +
∑k−1

r=1 at(r) § t¬b¬�­
ct+1 := ct − at¬�®'­ ¡ ��¹ ¡

¬!°@­ ¯
t+1 :=

¯
t¬ ³ ­

ct+1 := ct¬�´'­ ¡;¶ ² � ±¬!µ@­ � ¡ � £ � ¶ ¢�.�æ&ç/���'æ(<>�1��éP);��*
ct+1

ç/�&æ2�!)0 ��'*!)&"+è5æ0*�¯
t+1

*!ë����!)&�1�!�5%
 -ç/�0«����0éUæ&ç/�-çB*-�1�@F
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um*?^	ç+%-«;éP �"+#0�&æS<A�~.0 �"_3;�5æ0�K�!)&�~ -ç/�0«����0éxæ0�bM&�0���!�5"+�&*U"/6�÷> -ç/êBêW�1 Wç/�&æO};���0é4�1 (fsrPtPtPrJj= ��bI
èÕç/�!���0é���"T�!)&�CE�Ñ�ç/�0«Oç/è�é4"+ !���!)0ê2Fl���K)	ç@34�[ç[M&�0�����[*��1�W"/6m -ç/�0«$* R = {1, . . . , k} 6a �"+ê<=)0�5%�)õç] -ç/�0«

yr
t ∈ R �5*�ç+*�*!��éP�&�'æ���"2ç/�T���&*!�-ç/�&%'� § t ∈ R

d F����~ç/ ��B%'"+�&%'�1 !�&�'æT<=���!)��!)&�*!#0.��1 !3;�5*-�'æ�è5�@ç/ !�0���0éx*��1�!�!���0éC<=)&�1 ��~<>�~)	ç'34�Kç(�! -ç/���0���0éx*��'o;#&�1�&%'�~"/6=���&*!�-ç/�&%'�~ -ç/�0«T.	ç/�� �*
¦

= (( § 1, y
r
1), . . . , ( § T , yr

T ))
ç/�&æ(�!)&��é4"4ç/è��5*=��"VM&�&æ2çV -ç/�0«����0éW !#0è5�

H : R
d → R FH,)&�WE	Ñ�ç/�0«Tç/è�é4"+ !���!)0ê �5*�æ0�bM&�&�'æT^;ë[ �"+#0�&æ0*]{������1 -ç/�!�5"+�&*�|�"/6,�!)&�BE�Ñ�ç/�0«L#0.:æ&ç/���2{au�èNI
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H
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Ed�1 �%'�1.0�! �"+�[<A�1��éP)���*m¯ ∈ R
d ç/�&æCçV�!)0 ��'*!)&"+è5æC34�'%1��"+ 

c = (c(1), . . . , c(k − 1)) ì <=)&�1 ��?�����5*ç+*�*!#0êW�'æK�!)	ç/�
c(k) = ∞ F\H,)&�
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æ0�bM&�&�'æ�^�ë
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c ì ��F��PF�6a"+ G�!)&�> -ç/�0«
"/6 r �!)&�Z*!#0^0���;���1 !3+ç/è��5* c(r−1) <

¯ · § < c(r)
F

H,)0�5*D -ç/�0«����0é
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t
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t
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^�ëW*��1è5�'%1�!���0é��!)&�9*!êUç/è�è5�'*!�Z -ç/�0«
r
*!#&%-)U�!)	ç/�>¯

t · § t < c(r)
F\��6��!)&��.0 ��'æ$�5%1�!�5"+�
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lt(r) = +1
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�@ç+%�)[*!#0^0�������1 !3Pç/è ì �N67�!)&�� -ç/�0«����0éB !#0è5� H
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�!)&�
æ0�'*��� ��'æK -ç/�0«
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ç/�&æ(�!)&��#0.:æ&ç/���'æK.0 ��'æ$�5%1���'æC -ç/�0«~¯
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 -ç/�0«L"/6>ÛK��"2ç~èÕç/^:�1è\"/6A"+�&� ì �!)&"P*-�B�'o�#	ç/èXç/�&æç/^�"@34����"V�&�1é�ç/�!��34��"+�&�PFXH,)&���!)0 ��'*�)&"+è5æ0*

ct(2)
ç/�&æ

ct(3)
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ct+1(r + 1) ≥ ct+1(r)
éP��34�1�2�!)0�5*��5*=�! !#&�?ç/�= �"+#0�&æ

t
F

r$F�H,)&����#0ê?^��1 ,"/6:êB�5*!�-ç/«4�'*m{�#0.:æ&ç/���'*b|dêUç+æ0��^;ë��!)0�5*>ç/è�é4"+ !���!)0êÊ�5*>ç/�ZêW"P*!�
(k−1)(β2 +

1)/γ2
r ì <=)&�1 �� β = maxt ‖ § t‖

ç/�&æUêUç/ !éP���
γr = minr,t{(

¯ ∗ · § − c∗(r))lt(r)}
�N6G�!)&�1 ��

�bz$�5*!��*9ç� -ç/�0«K !#0è5��.	ç/�� �¯ ∗ ç/�&æ
c
∗ *!#&%�)C�!)	ç/� γr > 0

F
���ó"+�!)&�1 ]<>"+ �æ0* ì <>�[«;�&"_< �!)	ç/�]�!)&�Cè5�@ç/ !�0���0éRç/è�é4"+ !���!)0ê �5*]�bz�.0è5"+���!���0éõ�!)&�["+ �æ0�1 K"/6��!)&�
 -ç/�0«$*m{�.0 �"+.��1 !�këLg_|Xç/�&æ]%'"+��34�1 !é4�'*�ç+*Z6cç+*!�,ç+*Aç?ê?#0è��!�NIk%1èÕç+*-*AEd�1 �%'�1.0�! �"+�(è5�@ç/ !�0���0éWç/è�é4"+ !���!)0ê
{�.0 �"+.��1 !�kë2r4|bF

Ó?�Ãÿ ÷$Ã K���
XÈ�Ç\� Á�Ç\��ÇD��`�¿��-Ä�`,���-
�� ?/¿0`=��Á�ÇøÃÕ`=�:Á9���A@RÈ�ÇD��Ä	�-
���Ä
u�è��!)&"+#0éP)�6c"+ d�!)&�AE	Ñ�ç/�0«�ç/è�é4"+ !���!)0êÀ�!)&�A��#0ê�^:�1 X"/6�#0.:æ&ç/���'*D ��'o;#0�� ��'æ���"�%'"+ ! ��'%1�!è�ë� -ç/�0«��!)&�
�! -ç/���0���0éB*��'o;#&�1�&%'�9�5*>^:"+#0�&æ0�'æ ì �!)&�1 ��m�5*>�&"?éP#	ç/ -ç/�;���'�
"+�~�!)&�m*!��y@�9"/67�!)&�9êUç/ !éP���K"/67E�Ñmç/�0«
ç+*
�!)&�BEd�1 �%'�1.0�! �"+�n{a"/6=E�Ñ�ç/�0«&|m"+�0è�ëCéP#	ç/ -ç/�;���'�'*

γr > 0
FBu,��M& �*��méPèÕç/�&%'�~ç]èÕç/ !é4�BêUç/ !éP���

%'"+#0è5æó^:�(.0 �"�æ$#&%'�'æó<=���!)nçT3Pç/ !�Õç/���K"/6
�!)&�CEd�1 �%'�1.0�! �"+�îêW�1���!�5"+�&�'æó���l�!)&�C�����! �"�æ$#&%1�!�5"+�GFÄm"@<>�134�1 ì �!)&�1 ��~�5*��!)&�]ç+æ0æ0�'æ�%'"+êB.0è��5%@ç/�!�5"+�O"/6=�!)&�W�!)0 ��'*!)&"+è5æ0*V"/6 c
<=)0�5%-)Sç/ ��~%'�1���! -ç/èA��"

 -ç/�0«����0éW�!)&�
���&*!�-ç/�&%'�'*@F

BC����������������DE�.�CF%()15E�2%�G���%�
k
���H�#E�+%�I#����)/�J���1K+-�*(*��E����

ct(k) = ∞ L ��/���1�1 t M ���&(*1��3��/�1ON lt(k) = 1
F
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Correct
Interval

Prediction

Update

Optimal

1 32 4 5

1 32 4 5

1

c∗(1)

4 5

c∗(4)c∗(3)c∗(2)

32

ct(2) ct(3)ct(1)

lt(1) = 1 lt(2) = 1 lt(3) = 1 lt(4) = −1

ct+1(3)ct+1(2)ct+1(1) ct+1(4)

ct(4)

ù\ú�û;ü�ý'þ]���k�VUEW�3�3H'+

������� � I !W!)=����>2�3�!<��"����['+2�;�����!Y�����:� !)�����������
t
��"D� ��!BK!X����KYL��3H����� �:� ��� E

H�<>"Oç/.0.0 �"4ç+%�)&�'*K��"õæ0�134�1è5"+.òçTèÕç/ !é4�LêUç/ !éP���ó34�1 �*��5"+�n"/6�E	Ñ�ç/�0«lç/ ��L%'"+�&*!�5æ0�1 ��'æeËT���
}��'%1�!�5"+�WÛ&Fsv$F�g=<A�=è5"�"+«Vç�8=ç'ë4�'*>E7"+���;�Aç/.0.0 �"4ç+%-) ì ���~}��'%1�!�5"+�~Û&Fsv$Fsr�<>��%'"+�&*��5æ0�1 X"+�0è����&��34"+�!���0éêW�1�!)&"�æ0*@F

Ú�¯k®�¯
° Z¥¾\[Q¶�ÂÊÙB¹1µ
²1º³¾�Ù	ÙW¿�¹J¾�] Ø
um*dæ$�5*-%1#&*�*��'æ����W÷>)	ç/.0���1 �*=g,ç/�&æBr ì êW�1�!)&";æ0*D<=)0�5%-)Uç+%�)0�5�134�,�!)&�>êUçJz���ê�#0êªêUç/ !éP���W*�"+è�#0�!�5"+�
"+�(�!)&���! -ç/���0���0éU�bz&ç/êB.0è5�'*�æ0"V�&"+�=éP#	ç/ -ç/�����'�?�!)&�
*-ç/êW��é4�1�&�1 -ç/è��5*-ç/�!�5"+�[.:�1 `6c"+ !êUç/�&%'�?ç+*,�!)&�
8=ç'ë4�'*V.�"+�����2{dÄm�1 !^0 !�5%�) ì rPtPtPt4|bF Ñ9�'%@ç/è�èA6a �"+ê ÷>)	ç/.0���1 2g~�!)	ç/�B#0�0è���«4�]�!)&�K"+.0�!��êUç/è�8,ç@ë4�'*
%1èÕç+*�*!�NM	�1 Z�!)&��8=ç'ë4�'*>.:"+���;�Z%1èÕç+*�*!�NM	�1 X�5*>%�)&"P*��1�U6� �"+êª�!)&��M0z$�'æU%1èÕç+*�*X"/6G%1èÕç+*�*!�NM	�1 �* H <=)0�5%�)~�5*
æ0�1.��1�&æ0�1���D"/6$�!)&�X�! -ç/���0���0ém*��'o;#&�1�&%'�X¦&F7�k��ç/���b�e"+ !�G��"�ç/.0.0 �"@z���êUç/���>�!)&�X8=ç'ë4�'*7.:"+���;�G6c"+ G�!)&�
 -ç/�0«?è5�@ç/ !�0���0é?.0 �"+^0è5�1êª���Uç9�! !#0è�ëV"+�0è����&�,<Aç@ë�<A�,��êB.0è5�1êW�1���>�!)&�A*�ç/êW�, -ç/�&æ0"+êB�5*-ç/�!�5"+�W�! !�5%�«
"/60u9è�é4"+ !���!)0êW*Dv�ç/�&æ
Û�����%'"+�+¼ #0�&%1�!�5"+��<=���!)?�!)&�XE�Ñmç/�0«�ç/è�é4"+ !���!)0ê2F\};��êB��èÕç/ 7��"�u�è�é4"+ !���!)0êW*7v
ç/�&æxÛ(<>�W�! -ç/����"+��çK*��'o;#&�1�&%'�

z
{�����.	ç/ -ç/è�è5�1è�|

N
Ed�1 �%'�1.0�! �"+�&*?#&*����0é2E�Ñ�ç/�0«�F����W%1 ��@ç/���

æ$��34�1 �*!����ë?^��1�k<>�'�1�V�!)&�Aæ$�N���1 ��1�;�\E�Ñ�ç/�0«�ç/è�é4"+ !���!)0êW*dM&�	ç/è0*�"+è�#0�!�5"+�&*d^;ë�.0 ��'*��1���!���0é
 -ç/�&æ0"+êBè�ë
�@ç+%�)ð*-ç/êB.0è5�

zt = ( § t, y
r
t )
��"(�@ç+%�)ðE	Ñ�ç/�0«xE7�1 �%'�1.0�! �"+�

j
ç+%'%'"+ �æ$���0é[��"K<=)&�1�!)&�1 

bj,t = 1 ì<=)&�1 ��
bj,t ì j = 1, . . . , N ì t = 1, 2, . . .

ç/ ��?���&æ0�1.��1�&æ0�1����8,�1 !�&"+#0è�è��d -ç/�&æ0"+êÅ3+ç/ !�Õç/^0è5�'*m<=���!)
Pr{bj,t = 1} = τ

F
���Sè����&�Tg@rx"/6mu�è�é4"+ !���!)0ê É[<>�K�-ç/«4�K�!)&�(�'o;#	ç/è=<>�1��éP)����'æó%'"+ê?^0���	ç/�!�5"+�n"/6��!)&�K<>�1��éP);�

34�'%1��"+ �*
"/6Z�!)&�� ��'*!.��'%1�!��34�VE�Ñ�ç/�0«xç/è�é4"+ !���!)0êW*
��"~�'*��!��êUç/���V�!)&��8=ç@ë4�'*�.:"+���;�@F��k�m�5*m�	ç/�!#0 -ç/è
�!)	ç/�,���]"+ �æ0�1 ,��"Bç+%�)0�5�134��ç?é4"�";æ~é4�1�&�1 -ç/è��5*��'æ(*�"+è�#0�!�5"+�2ç/�&æ~�! !#0è�ë~�'*!�!��êUç/���m�!)&��8=ç'ë4�'*,.�"+�����
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�]�����	�+���_�7  Å Q=umEDIk8,EXYÜç/è�é4"+ !���!)0ê5 ¡�¢G£ ��� ¡&¤ u¥�! -ç/���0���0é~*-ç/êB.0è5�
z = (( § 1, y

r
1), . . . , ( § T , yr

T ))
F5 ¡�¢G£ ��� ¡&¤ uÆ"+�0è����&��è5�@ç/ !�0���0é~ç/è�é4"+ !���!)0ê E�Ñ�ç/�0«

(cj,t,
¯

j,t, § t, y
r
t )
F5 ¡�¢G£ ��� ¡&¤ ul*�#0^0 �"+#0�!���&�A8,�1 !�&"+#0è�è��k{

τ
|7<=)0�5%�)B ��1�!#0 !�&*X���&æ0�1.:�1�&æ0�1�;�X8A�1 !�&"+#0è�è��0 -ç/�&æ0"+êÀ3Pç/ !�NI

ç/^0è5�'*�<=���!)C.0 �"+^	ç/^0��è����kë
τ
"/6d�-ç/«����0éW�!)&��3Pç/è�#&�WgPF5 ¡�¢G£ ��� ¡&¤ EDç/ -ç/êW�1���1 �*

N ∈ N
ç/�&æ

τ ∈ (0, 1]
F

¬�­ �k�0���!�Õç/è��5*-��<>�1��éP)���*�¯
j,1 := 0

ç/�&æK�!)0 ��'*!)&"+è5æ0*
cj,1 := 0

F
®'­,± ���

t = 1
��"

T ² �°@­ ± ���
j = 1

��"
N ² �³ ­

bj,t := Bernoulli(τ)´'­ � ±
bj,t = 1

�_� ¡;¶
µ@­ ¯

j,t+1, cj,t+1 :=
E�Ñ�ç/�0«

(cj,t,
¯

j,t, § t, y
r
t )·'­ ¡ ��¹ ¡

¸@­ ¯
j,t+1 :=

¯
j,tº@­

cj,t+1 := cj,t¬!»@­ ¡;¶ ² � ±¬b¬�­ ¡;¶ ² ± �	�¬�®'­
˜
¯

t+1 := 1
N

∑N
j=1

¯
j,t+1¬!°@­

c̃t+1 := 1
N

∑N
j=1 cj,t+1¬ ³ ­ ¡;¶ ² ± �	�¬�´'­ � ¡ � £ � ¶

H( § ) := minr∈{1,...,m}{r : ˜
¯

T+1 · § − c̃T+1(r) < 0}

6c"+ � -ç/�0«����0é ì <A�Aç/è5*-"�)	ç'34�>��"��-ç/«4�>ç/�V�'o�#	ç/è�è�ë
<A�1��éP)����'æV%'"+ê?^0���	ç/�!�5"+�W"/60�!)0 ��'*!)&"+è5æ�34�'%1��"+ �*D"/6�!)&�
N
E�Ñmç/�0«�ç/è�é4"+ !���!)0êW*@F\�������1 ��'*��!���0éPè�ë ì %'"+ê?^0���0���0é?�!)&�,�!)0 ��'*!)&"+è5æV�!)0�5*\<Aç@ë�*��!��è�è�.0 ��'*-�1 !34�'*�!)&�X"+ �æ0�1 d"/6��!)&�Z�!)0 ��'*!)&"+è5æ0*G^��1�k<A�'�1��#0.�æ&ç/���'* ì ç+*G�@ç+%�)�E�Ñ�ç/�0«�ç/è�é4"+ !���!)0ê¨êUç/���;�-ç/���&*

cj(1) ≤
. . . ≤ cj,t(k − 1) ≤ cj,t(k)

6a"+ �ç/è�è
j = 1, . . . , N ì <=)0�5%�)T��êB.0è��5�'*��!)	ç/� ∑N

j=1 cj(1) ≤ . . . ≤
∑N

j=1 cj,t(k − 1) ≤∑N
j=1 cj,t(k)

F
���R"+ �æ0�1 B��"T*��'�K<=)�ë

c̃t =
∑N

j=1 cj,t/N
êUç/«4�'*W*��1�&*�� ì �-ç/«;���0éT�!)&�(*�ç/êW�(�bz0ç/êB.0è5�2"/6pd��éP#0 ��(Û&Fsrx^0#0�W�&"_<©���O�!)&�2%'"+�;���bz��]"/6�u�è�é4"+ !���!)0ê É�Q�u�EDIk8,EXYõFXu96����1 

t
�����1 -ç/�!�5"+�&*U<A�

%'"+�&*!�5æ0�1 V�k<A"TE�Ñ�ç/�0«õç/è�é4"+ !���!)0êW*W"+#0�!.0#0��*V¯
j,t+1

ç/�&æ
cj,t+1 ì 6a"+ j = 1, 2

ç/�&æð�!)	ç/�
t
�5*

èÕç/ !é4�m�1�&"+#0éP)K*�#&%�)]�!)	ç/�A^�"+�!)~E	Ñ�ç/�0«~ç/è�é4"+ !���!)0êW*=*�"+è�#0�!�5"+�&*,%'"+ ! ��'%1�!è�ë~ -ç/�0«Uç/è�è��!)&���! -ç/���0���0é
*��'o;#&�1�&%'�B¦&F?um*
*!)&"_<=�T����p7��éP#0 ��VÛ&Fsr]^�"+�!)TE�Ñ�ç/�0«x*�"+è�#0�!�5"+�&*�.0 ��'æ$�5%1���!)&�V -ç/�0«L%'"+ ! ��'%1�!è�ë4F
Q��&��%'"+#0è5æ]��êUç/éP���&� ì ç+*A*�)&"@<=�K���]pd��éP#0 ��mÛ&Fsr ì �!)	ç/�,�!)&�9�!)0 ��'*!)&"+è5æ c1,t+1

æ$�N�e�1 �*>6� �"+ê
c2,t+1ç/�&æO�!)&�1�� ~.0 ��'æ$�5%1�!�5"+�&*L{aæ0"+��*~���R�!)&�2*!#0^0���;���1 !3+ç/è5*

cj,t+1(3)
ç/�&æ

cj,t+1(4)
6a"+ 

j = 1
ç/�&æ

2
 ��'*!.:�'%1�!��34�1è�ë ì  ��'æOç/�&æðéP ��'�1�Ræ0"+��*V ��'*�.:�'%1�!��34�1è�ëð���õ�!)&�K%'"+è5"+#0 B34�1 �*!�5"+��|?è��5�K%1è5"P*��]��"L�!)&��!)0 ��'*!)&"+è5æ0*@F\���W�!)0�5*A�bz0ç/êB.0è5��^�"+�!)U�!)&�9E	Ñ�ç/�0«W*�"+è�#0�!�5"+�&*,ç/ ���è���«4�1è�ëB��"?êUç/«4�9êW"+ ��9êB�5*!�-ç/«4�'*

��"�#0�&*��'�1�]�bz&ç/êB.0è5�'*,%'"+êB.	ç/ ��'æ]��"?^��1���0é����]�!)&�m%'�1���! ��
"/6G�!)&�m"+.0�!��êUç/è:���;���1 !3+ç/è5*=æ0�bM&�&�'æ~^�ë
�!)&�m"+.0�!��êUç/è:�!)0 ��'*�)&"+è5æ0*

c
∗ = (c∗(1), c∗(2), c∗(3), c∗(4))

FX����%@ç/�K*��'�=6a �"+êÉp7��éP#0 ���Û&Fsr?�!)	ç/�
�!)&��ç'34�1 -ç/é4�

c̃t
.0 �"�æ$#&%'�'*A�!)0 ��'*!)&"+è5æ0*A<=)0�5%�)2ç/ ��m%1è5"P*��1 Z��"��!)&��"+.0�!��êUç/è:�!)0 ��'*!)&"+è5æ0*@FZQ��&�m%@ç/�

��êUç/éP���&���!)	ç/�Z.0 �";æ$#&%1���0é�.0 ��'æ$�5%1�!�5"+�&*Z<=)0�5%-)]ç/ ��=���W�!)&�9%'�1���! ��9"/6e�!)&�= -ç/�0«V���;���1 !3+ç/è5*>�1�&*!#0 ��'*
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x

1 32 4 5

1 32 4 5

1

c∗(1)

4 5

c∗(4)c∗(3)c∗(2)

32

+

c1,t+1(4)c1,t+1(3)c1,t+1(2)c1,t+1(1)

c2,t+1(2) c2,t+1(3) c2,t+1(4)

ˆ̃yt+1
c̃t+1(2)c̃t+1(1)

c2,t+1(1)

ù\úÕû�ü�ý1þA���­ ��EW�3�3H'8
�� � ���������Y��
����W���Z, N V�KJ� O KQP ? N ��3��H�+!1V������ !)�(����!SK�X����KY(� O ��,�!/
�K���������PM��*��+�H��! @��� I !&
#�H�>2�� � I !&;£��!/��!)����3��4
���������� E
 �"+^0#&*!�!�&�'*�*���"B#0�&*��'�1�C�bz&ç/êB.0è5�'* ì ç+*�*��'�1�C^�ë]�!)&��%'"+ê?^0���&�'æ[�'*!�!��êUç/��� ˆ̃yt+1

"/6\p7��éP#0 ���Û&Fsr$F
uÀ«4�1 !�&�1èd��êB.0è5�1êW�1���-ç/�!�5"+��"/6>Q=umEDIk8,EXY �5*�ç/�x�@ç+*!ëKêW";æ$�NM	%@ç/�!�5"+�T"/6X�!)&�� ��'*�#0è���"/6X�!)&�

Qm8,EXY "/6,}��'%1�!�5"+��r$Fsr$F�g�"/6,÷>)	ç/.0���1 �r$F�Ý>ç+%�)�Ed�1 �%'�1.0�! �"+�
fj ì j = 1, . . . , N

^�ë2�!)&�� ��1.0 ��bI
*��1�;���1 ~�!)&�'"+ ��1ê �5*]æ0�bM&�&�'æ ç+*

fj(·) =
∑T

t=1 Υj,tK( § t, ·)
<=)&�1 ��

Υj,t = bj,t
∑k−1

r=1 aj,r,t
F

÷A"+ê?^0���0���0é �!)0�5*¥<=���!) �!)&�Ê ��1.0 �"�æ$#&%1���0éÅ.0 �"+.:�1 !��ëwéP��34�'*
f̃( § ) = 1

N

∑N
j=1 fj( § ) =

1
N

∑N
j=1

∑T
t=1 Υj,tK( § t, § ) F¨};��êB��èÕç/ ~��"��!)&�xQm8,EXY ì 6c"+ ]ç��! !#0è�ëR"+�0è����&�Lç/è�é4"+ !���!)0ê "+�&�

�&�'�'æ0*=��"B^�"+#0�&æ(�!)&���;#0ê?^��1 �"/6D���&*!�-ç/�&%'�'* § t
 ��'o;#0�� ��'æ(��"B*!��"+ ��
�!)&��«4�1 !�&�1èd�bz�.	ç/�&*��5"+�GF

���
�bz$.:�'%1��Q�u�E\Ik8AEZY���"V�-ç/«4��è5"+�0é4�1 =��"B%'"+�;34�1 !é4�?*!���&%'���!)&��êB�5*��-ç/«4��^:"+#0�&æ("/6XQ=umEDI
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∑
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J ì ¯

t+1 :=
¯

t − η
∂J (

¯
t)

∂
¯

t
.
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^�ë

JLMS (ξt) := ξ2
t .

{cô$F Û;|
<=)&�1 ��
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t · § t
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¯
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∂
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t
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§ t
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ε > 0

�5*

JHuber(ξt) :=

{

ξ2
t

2

�N6 |ξt| ≤ ε,

ε|ξt| − ε2 �N6 |ξt| > ε.
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÷>)	ç/.0���1 9rVç/�&æ(v4|X<A�m ��'*!�! !�5%1��"+#0 =*!�!#&æ$ëW��"
�!)&��è����&�@ç/ ,%@ç+*-�9^��'%@ç/#&*������(ç/�K"+�0è����&� ì "+ ,ç+æ&ç/.0�!��34��*��1�!�!���0é ì )	ç+*,ç?*!��êB.0è5�1 A��êB.0è5�1êW�1���-ç/�!�5"+�GF���,)	ç@34�=*��'�1�V���B�!)&�A%1èÕç+*-*!�NM	%@ç/�!�5"+�U*��1�!�!���0é
�!)	ç/�D�!)&�,é4�1�&�1 -ç/è��5*-ç/�!�5"+�W.��1 `6c"+ !êUç/�&%'�=%@ç/�B^:�
��êB.0 �"@34�'æ2^�ë]#&*!���0éB�!)&�m���'%�)0�0�5o;#&�'*9"/6\÷>)	ç/.0���1 �*�rBç/�&æ(÷>)	ç/.0���1 �*mv$F\uò�	ç/�!#0 -ç/èGo;#&�'*!�!�5"+�(�5*
<=)&�1�!)&�1 ,�!)&�9é4"�"�æU.��1 `6a"+ !êUç/�&%'��"/6����'%-)0�0�5o�#&�'*,è���«4���!)&��34"+���'æ]Ed�1 �%'�1.0�! �"+� ì "+ ,"+�0è����&��8,ç@ë4�'*.�"+�����9êUç+%-)0���&�]{�Qm8,EXYT| ì �! -ç/�&*�èÕç/������"B�!)&�
.0 �"+^0è5�1êÅ"/6\�'o�#	ç/è���y_ç/�!�5"+�o`�Ý\34�1�C<=)&�1�[�!)&�1 ����5*
�!)&�
.0 ��'*��1�&%'�?"/6d�&"+�5*���ç/�&æ2�!)&�
���&*!�-ç/�&%'�
34�'%1��"+ �*mç/ ��
%'"+ ! ��1èÕç/���'æk`
à��*à �ò��¿��-��Çø�-Ã��V¿�ÇXÃÅÇ\���D`,�:��
���Ä
����.0 ��'*��1���
��<>"Kæ$�N���1 ��1�;�
"+�0è����&�Vç/.0.0 �"4ç+%-)&�'*
��"K%1 ��@ç/���?�!)&�Væ$��34�1 �*!����ëLç/êW"+�0é4*!��è����&�@ç/ 
æ$�5*`I
%1 !��êB���	ç/����* ì ç/�&æ
�!)&�1 ��b6a"+ ��Z��êB.0è5�1êW�1���d^:"+�!)�"/6��!)&�Zç/éPéP ��1é�ç/���>êW�1�!)&"�æ0*�8=ç/éPéP���0émç/�&æ�Qm8,EXY{a*��'�>}��'%1�!�5"+��ô$F Û;|bF7H,)&�\^0#$�e�1 ��'æ�ç/.0.0 �"4ç+%-)�%@ç/��^��\#&*��'æ�<=���!)Vç/è�èP�!)&�\è5"P*�*G6�#0�&%1�!�5"+�&*7æ$�5*�%1#&*�*��'æ
���2}��'%1�!�5"+�Kô$Fsv$F\H,)&�m*!#0^&*-ç/êB.0è����0éBç/.0.0 �"4ç+%�)K�5*> ��'*!�! !�5%1���'æ]��"��!)&�m%1èÕç+*�*!�NM	%@ç/�!�5"+�(*��1�!�!���0éV"+�0è�ë



Þ ô$Fsô �>�0�������9��áLb:�a��áK���:�
e��a�a�@�&� ä ½

�]�����	�+���_�7  Ò 8A#$���1 ��'æ(��êB.0è5�1êW�1�;�-ç/�!�5"+�5 ¡�¢G£ ��� ¡&¤ u¥�! -ç/���0���0é~*-ç/êB.0è5�
z = (( § 1, y1), . . . , ( § T , yT ))

F5 ¡�¢G£ ��� ¡&¤ p&"+ 
j = 1, . . . , N

)	ç@34�
πj : {0, . . . , B − 1} → {0, . . . , B − 1} #&*-�'æ¥��"

.��1 !ê?#0���î^0#$�e�1 ��'æø*-ç/êB.0è5�'*ò{cç/�O�����1 -ç/�!�5"+�
t
|

zB := (zt, . . . , zt+B−1)
���;��"

zpj :=

(zt+πj(0), . . . , zt+πj(B−1))¬�­ �k�0���!�Õç/è��5*-��<>�1��éP)���*�¯
j,1 := 0 ì 6c"+ 9ç/è�è j ∈ {1, . . . , N} F®'­,± ���

t = 1
��"

T − B + 1 ² �°@­ #0.:æ&ç/����^0#$���1 
zB := (zt, zt+1, . . . , zt+B−1)³ ­ ± ���

j = 1
��"

N ² �´'­ ¯
j,t+1 :=

¯
j,t − η

∑B−1
i=0

∂J( � j,t,zt+πj(i))

∂ � j,tµ@­ ¡;¶ ² ± �	�·'­
˜
¯

t+1 := 1
N

∑N
j=1

¯
j,t+1¸@­ ¡;¶ ² ± �	�

{a*��'�?}��'%1�!�5"+�xô$Fsô$Fsr4|bF

äT¯·ä�¯
° Z��
	Y¶U¿�¶�Àx¾�ÙWÙ	¿�¹J¾�] Ø
÷A"+�&*!�5æ0�1 ] !#0�0�0���0é

N
�'o�#	ç/è���y@�1 �*]���n.	ç/ -ç/è�è5�1èm<=)&�1 ��L�@ç+%�)î�'o;#	ç/è���y@�1 

j = 1 . . . , N
*��'�'*Kç

*��'o;#&�1�&%'�K6c"+ !êW�'æO6a �"+ê çx.��1 !ê?#0�-ç/�!�5"+� "/6
B
�bz&ç/êB.0è5�'*W6a �"+ê ¦&FÃÄ��1�&%'�(6a"+ U�@ç+%-)ó�'o;#	ç/èNI

��y@�1 
j
<>�Oç+*�*�"�%1�Õç/���Sçó*-�'o�#&�1�&%'�

πj(1), . . . , πj(B)
"/6U���;���1é4�1 �*T��� {0, . . . , B − 1} *!#&%�)

�!)	ç/� ∀r, s ∈ {0, . . . , B − 1} <=���!) r 6= s
<>�T)	ç@34�

πj(r) 6= πj(s)
FøH,)&�T*��'o;#&�1�&%'��"/6

.��1 !ê?#0���'æ¨�bz&ç/êB.0è5�'*2*��'�1�¨^�ë �'o�#	ç/è���y@�1 
j
�5*(�!)&�1�

zpj := zt+πj(0), . . . , zt+πj(B−1) í *��'�pd��éP#0 ���ô$FsrOç/�&æîu9è�é4"+ !���!)0êåï$F p&"+ 2�@ç+%-)î�&�1< �bz0ç/êB.0è5�
t
���òu�è�é4"+ !���!)0êåï$Ëõ<>�x#0.�æ&ç/���

�!)&�x^0#$�e�1 �{�è����&��v4| í 6c"+ K�@ç+%-)¨�'o;#	ç/è���y@�1 j
<>�T#0.�æ&ç/���x�!)&�T�'o;#	ç/è���y@�1 Cç+%'%'"+ �æ$���0éR��"

zpj ì�!)&�1�� ?.��1 !ê?#0���'æ�34�1 �*!�5"+�ð"/6,�!)&�W^0#$�e�1 ?¦
B ì 6c"+ ?�bz0ç/êB.0è5�Uè����&�UôK����%@ç+*-�W"/60�GYx}x<>"+#0è5æð^:�¯

j,t+1 =
¯

j,t +
∑B−1

i=0 η
(

yt+πj(i) −
( ¯

j,t · § t+πj(i)

))

§ t+πj(i).H,)&��%'"+êB.0#0�-ç/�!�5"+�	ç/èd%'"P*!�93+ç/ !�5�'*9<=���!)
B ì <=)&�1 ����!)&�
^��'*!��ç/.0.0 �"@z���êUç/�!�5"+�L��"B�!)&�?8=ç@ë4�'*.�"+�����~{a%1èÕç+*�*��NM	%@ç/�!�5"+��|
ç/�&æT8=ç/éPéP���0éð{� ��1éP ��'*�*!�5"+��|m�5*�<=)&�1�

B = T
FVH,)&�B�;#0ê?^��1 ?"/6�ç/ !���!)$I

êW�1�!�5%�"+.:�1 -ç/�!�5"+�&*, ��'o;#0�� ��'æ~6a"+ ,�!)&�m^0#$�e�1 ,ç/.0.0 �"4ç+%-)2�5*
O(NKB)

%'"+êB.	ç/ ��'æK��"
O(KT )

6c"+ �GYT}:F
äT¯·ä�¯kÌ �����<Â�¾�^ÃÙW´�µ
²	»¼¾�Ù	ÙW¿�¹J¾�] Ø
H,)&�[^0#$���1 2ç/.0.0 �"4ç+%�)î*!#$�e�1 �*(ç�èÕç/���1�&%1ëó"/6

B
*-ç/êB.0è5�'*@FÆu9�îç/è����1 !�	ç/�!��34�xêW�1�!)&"�æl<=)0�5%-)

ç'34"+�5æ0*�èÕç/���1�&%1ëT�5*��!)&�]Q��0è����&�U8=ç'ë4�'*�E7"+���;��Yxç+%�)0���&�x{�Qm8,EXYT|W{a*��'�~÷>)	ç/.0���1 Br4|bF~���W#&*��
u�è�é4"+ !���!)0ê v26c"+ V"+#0 W*!#0^&*-ç/êB.0è����0é�ç/.0.0 �"4ç+%�)l*�#0^&*!�!���!#0�!���0éT�!)&�]éP -ç+æ$�5�1���W#0.�æ&ç/���K"/6V{cô$Fsv4|
6c"+ ]"+#0 Kè5�@ç/ !�0���0éS#0.:æ&ç/���L !#0è5�O{�è����&� ÉP|bFÀ���C�&"_<Å ��bI������1 -ç/���x�!)&�L*����1.&*]"/6�u9è�é4"+ !���!)0êñv$F
qm��34�1�Oç2�! -ç/���0���0éT�bz&ç/êB.0è5�

zt = ( § t, yt) ì <>�~ !#0� N
�'o�#	ç/è���y@�1 �*LÇk���õ.	ç/ -ç/è�è5�1è�
Kç/�&æõ�1�&*!#0 ��

æ$��34�1 �*!����ëK"/6d�!)&�1�� 9*�"+è�#0�!�5"+�&*=^;ë~ -ç/�&æ0"+êBè�ë(%-)&";"P*!���0éU��"V.0 ��'*��1���
zt
��"B�@ç+%�)C�'o;#	ç/è���y@�1 

j
"+�0è�ë

�N6
bj,t = 1 ì <=)&�1 �� bj,t ì j = 1, . . . , N ì ç/ ��B���&æ0�1.:�1�&æ0�1�;�?8,�1 !�&"+#0è�è��X -ç/�&æ0"+ê 3Pç/ !�Õç/^0è5�'*
<=���!)

Pr(bj,t = 1) = τ í *��'�Kpd��éP#0 ��(ô$Fsv$F�H,)0�5*V.0 �"�%'�'*�*V ��'*!#0è���*����lçL*!#0^&*-ç/êB.0è5�]<=)0�5%�)O)	ç+*Wç/�



¤�ö ß ��e�bD�a��ã/� a,ë f+eJ���xì+��à ß �P�4à1�!��e��a�a�@�

ç'34�1 -ç/é4�V*-ç/êB.0è5��*!��y@�
τT

ç/�&æ[ ��'o�#0�� ��'*
O(τNKT )

ç/ !���!)0êW�1�!�5%�"+.��1 -ç/�!�5"+�&*@F�H,)0�5*�ç/.0.0 �"4ç+%-)
�bz$.0è5"+����*~�!)&�26cç+%1�]�!)	ç/�]���lé4�1�&�1 -ç/è
*�"+êW�C�bz&ç/êB.0è5�'*(ç/ ��C ��'æ$#0�&æ&ç/�;�K��"�è5�@ç/ !�0���0éõ�!)&�C^��'*!�
)�ë�.�"+�!)&�'*!�5*@F

+
˜
Czt = ( � t, yt)

1
N

1
N

×

×ÿ
2,t − η

∂J( � 2,t)

∂ � 2,t

ÿ
1,t − η

∂J( � 1,t)

∂ � 1,t

w.p.τ

w.p.τ

w.p.τ

1
N

×

ÿ
N,t − η

∂J( � N,t)

∂ � N,t

ù\úÕû�ü�ý1þ§¡��Nÿ\USV���*����H��!&* ��'+��!-��"D����!Y
�'�6+
 ���>2�3������>�G!)�����.; E
Q��&�=ç/.0.0 �"'z$��êUç/���=%'"P*!�76�#0�&%1�!�5"+�B%'"+�&*!�5æ0�1 ��'æV<=���!)WQmEX8,Y©�5*d�!)	ç/�\"/6&�!)&�,E7�1 �%'�1.0�! �"+� í ��F��PF�!)&�A%1èÕç+*�*!�NM	�1 

(5.9)
F\H,)&�1 ��Z�5*7�&"�é�ç/����^�ë�ç/.0.0è�ë;���0ém�!)&�>*�#0^&*-ç/êB.0è����0ém"/6:Qm8,EXY©��"� ��1éP ��'*�*!�5"+�

êW�1�!)&"�æ0*@FZH7"W*��'���!)0�5* ì %'"+�&*��5æ0�1 ��!)&���bz&ç/êB.0è5�?"/6.�GYx}K<=)0�5%�)C�5*�#0.:æ&ç/���'æCç+%'%'"+ �æ$���0é~��"B�!)&�%'"P*!�96�#0�&%1�!�5"+�O{cô$F Û;|=���O{cô$Fsv4|bF9�k6\<>�V*��1��¯
i,0 = 0

6c"+ mç/è�è
i = 1, . . . , N

�!)&�1�x�'o�#	ç/�!�5"+�O{cô$Fsv4|
ç/�&æ�{`gPF�gPg_|A��êB.0è�ë

˜
¯

t+1 := ˜
¯

t + ηyt § t

N
∑

i=1

bi,t

N

− η

((

1

N

N
∑

i=1

bi,t
¯

i,t

)

· § t

)

§ t.
{cô$F�g@r4|

p0 �"+ê {cô$F�g@r4|����L�!)&�Vè���êB���?ç+*
N → ∞ �!)&�B*��'%'"+�&æx���1 !ê ∑N

i=1
bi,t

N → τ
ç/�&æx�!)&�V�!)0�� �æ

���1 !ê 1
N

∑N
i=1 bi,t

¯
i,t → τ ˜

¯ ì �!)&�1 ��b6c"+ ��
�!)&��*!#0^&*�ç/êB.0è����0éB6a"+ 0��Yx}K*���êB.0è�ë]*�%@ç/è5�'* η
^;ë

τ
F

à���� _ba��~ÇD���-ÃÅÇ\����Ä
H�"�æ0�1êW"+�&*!�! -ç/���m�!)&�m�b���'%1�!��34�1�&�'*�*="/6G�!)&�m"+�0è����&����êB.0è5�1êW�1���-ç/�!�5"+�&*�.0 �"+.�"P*��'æ~���(}��'%1�!�5"+�(ô$Fsô
<>�K%'"+�&*!�5æ0�1 ��'æS*��134�1 -ç/è=*!��ê�#0èÕç/�!�5"+�&*V#&*!���0éx�k<A"L%-)	ç/�0�&�1è5*V6a �"+ê f�E\ �"4ç/«��5* ì rPtPt$g ì .	ç/é4�'*BiPv$gç/�&æTiPïPiJjkË�%�)	ç/�0�&�1èXu ì 7 A = [0.04,−0.05, 0.07,−0.21, 0.72, 0.36, 0, 0.21, 0.03, 0.07] ′

ç/�&æ
%�)	ç/�0�&�1èA8 ì 7 B = [0.26, 0.96, 0.26] ′

FWH,)&�W�bz$.:�1 !��êW�1�;�-ç/èZ ��'*!#0è���*
#&*����0é2�!)&�B3Pç/ !�5"+#&*�ç/éPéP ��bI
é�ç/�!�5"+�LêW�1�!)&";æ0*�<>�1 ��?.0 �";æ$#&%'�'æ[<=���!)C�!)&����#0ê�^:�1 �"/6X�'o�#	ç/è���y@�1 �*

N = 100
F=H,)&���'o�#	ç/è���y@�1 

è5�1�0éP�!)&*,#&*��'æK"+�(%�)	ç/�0�&�1è5*�u¥ç/�&æ]8l<>�1 ���v$g
ç/�&æxgPg9 ��'*�.:�'%1�!��34�1è�ë4FXH,)&�m���'*!�=*��1�A<Aç+*=æ$ -ç@<=�
���&æ0�1.��1�&æ0�1���!è�ëL��"~�!)&���! -ç/���0���0é(*��1��ç/�&æL%'"+�&*!�5*!���'æx"/6AvPtPtPt~^0���	ç/ !ëCèÕç/^��1è�è5�'æx�bz0ç/êB.0è5�'*@F?u9è�è
�!)&�B ��'*!#0è���*����T�!)0�5*�*��'%1�!�5"+��<A�1 ��B.0 �";æ$#&%'�'æ�6� �"+êwrPtPt2Y["+�;���bI ÷,ç/ !è5"2�! !�Õç/è5*@F]Ëm"+���V�!)	ç/���!)&�
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(b) Number of training examples

voted Perceptron
Perceptron
OBPM−VP τ = 0.9
OBPM τ = 0.5
NLMS µ = 0.2
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(c) Number of training examples
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(d) Number of training examples

voted Perceptron
Perceptron
OBPM−VP τ = 0.9
OBPM τ = 0.5
NLMS µ = 0.2

ù\úÕû�ü�ý1þÊ¡U�H�D�7tZ'�6+
 ���>2�3������[!)=.28!/�����>!)�(�-*)���>2+���������£� ��!G��!&
��B!)� � ���	2�!)��"$��� �����+*)!7���M���#�\;.���s!)� !)�(�*��+������!)34
B���H���ÊVo� � m>U#?k� @7N<O KQPì"$���Æ¾1�+������!)31V ���H���Ê;.����!/��!/�(�
τ
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�H98*/����������������� !)�(����!W�>!0���+�Z;+
����:� �m	lDP¦t[���A¾1�+���+��!)3 O<E
.	ç/ -ç/êW�1���1 �*B6c"+ W�!)&�K3Pç/ !�5"+#&*U*!��"�%�)	ç+*��!�5%(éP -ç+æ$�5�1���~êW�1�!)&";æ0*B<=)&�1 ��C%�)&"P*��1�ó���R*!#&%�)óçL<,ç'ë
ç+*���"K*!)&"@< �@ç+%-)ðç/è�é4"+ !���!)0ê ���T���@��*�^��'*!��è���éP)�� ì ���T^�"+�!)T%'"+��34�1 !é4�1�&%'�U*�.:�'�'æTç/�&æx���'*!�
�1 ! �"+ .��1 `6a"+ !êUç/�&%'�PFm����æ0�bM&�&���!)&�����'*!���1 ! �"+ �ç+*9�!)&��.0 �"+.�"+ !�!�5"+�x"/6Z*�ë;ê�^:"+è5*�%'"+ ! ��'%1�!è�ë[æ0�'%'"�æ0�'æ
{�6c"+ �8AEA}�ÿª�!)0�5*�%'"+ ! ��'*!.�"+�&æ0*���"V�!)&�
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u "/6,8=ç/éPéP���0é	{��GYT}0|?çJ6a���1 �vPtPt(�bz&ç/êB.0è5�'*�<,ç+*

2 × 10−3 ì �!)0�5*�<Aç+*�ô+æ08©{aæ08À#&*-�'æT)&�1 ��B�5*
�'o;#0��3+ç/è5�1�;����"

10−5/10 �!��êW�'*=�!)&��*!#0^&*-ç/êB.0è5�'æ(���'*��,�1 ! �"+ �|,^:�1�!���1 ,�!)	ç/�2�!)&�>Ë��GYx}~ ��'*�#0è���"/6
�!)&�mèÕç+*!�=*��'%1�!�5"+�2çJ6����1 
g@rPtPt��bz&ç/êB.0è5�'*@FD����*��'�m�!)	ç/�,8=ç/éPéP���0éC{��GYT}0|Aç+%�)0�5�134�'æ2ç�è5"@<A�1 ����'*!�
�1 ! �"+ 9<=���!)C�!)&�?*-ç/êW�
�;#0ê?^��1 �"/6\�! -ç/���0���0é~�bz&ç/êB.0è5�'*�ç+*9#&*��'æ(^;ë¥Ë��GYT}:F&H,)0�5*���êB.0è��5�'*��!)	ç/�
8=ç/éPéP���0é	{��GYT}0|, ��'o;#0�� ��'*9*!)&"+ !���1 =�! -ç/���0���0é]*��1��*=�!)	ç/�2�!)&��Ë��GYT}(ç/è�é4"+ !���!)0ê2F

H,)&�[èÕç/^:�1è ^ ��.0.0���0éõ�bz$.��1 !��êW�1����*]#&*!���0é��!)&�[^0#$�e�1 UêW�1�!)&"�ænç/ ��CéP��34�1�ó���np7��éP#0 ��xô$F:É�Fu�é�ç/��� ì è���«4���!)&��*!#0^&*�ç/êB.0è����0éó�bz$.:�1 !��êW�1�;��*C�!)&��ç/^&*-"+è�#0����è5"P*�*K6a#0�&%1�!�5"+�¨<,ç+*2�!)&�T^��1�!���1 êW�1�!)&"�æ[���L���1 !êW*�"/6Z���'*!���1 ! �"+ �*@Fm���?�&"+�!�5%'���!)	ç/�>ËH��Yx}Cæ$�5æL�&"+��ç/.0.��@ç/ ���"U^��1�&�bM&�96a �"+ê
�!)&�
^0#$�e�1 =���'%�)0�0�5o;#&�PF

à���� Ô��VÃ ÃÕ`=�5Ö
HG<A"�ç/è����1 !�	ç/�!��34�(êW�1�!)&"�æ0*W"/6�ç/éPéP ��1é�ç/�!���0éõ�'o�#	ç/è���y@�1 �*W<>�1 ��2�bz$.0è5"+ ��'æS���R%'"+�0�&�'%1�!�5"+�R<=���!)
ç+æ&ç/.0�!��34���'o;#	ç/è���y_ç/�!�5"+�GËl"+�&�T#&*����0éR*!#0^&*-ç/êB.0è����0éR���'%-)0�0�5o�#&� ì �!)&�T"+�!)&�1 C<Aç+*[çõ^0#$�e�1 !���0é���'%�)0�0�5o;#&�PFXH,)&��^0#$�e�1 ��'æ]êW�1�!)&";æ]<Aç+*�ç/.0.0è��5�'æK��"�^�"+�!)K ��1éP ��'*�*!�5"+�2ç/�&æK%1èÕç+*�*!�NM	%@ç/�!�5"+�Cç/è�é4"/I
 !���!)0êW*@FWH,)&�U*!#0^&*-ç/êB.0è����0éCêW�1�!)&"�æT<,ç+*?*!)&"_<=����"(^��B"+�0è�ëx�b�e�'%1�!��34�B�����!)&�B%1èÕç+*-*!�NM	%@ç/�!�5"+�
*��1�!�!���0é&F\÷A"+êB.	ç/ !�5*�"+�?<=���!)?�! -ç+æ$���!�5"+�	ç/è;*!��"�%�)	ç+*!�!�5%XéP -ç+æ$�5�1����êW�1�!)&"�æ0*�"/6�Ë��GYx}�<=���!)?u��óq�Ë
ç/�&æWèÕç/^��1è ^ ��.0.0���0é({aæ0�'%1�5*!�5"+�~�1 ! �"+ �*b|\*!)&"_<>�'æ~�!)&�=^0#$���1 ��'æ]ç/.0.0 �"4ç+%�)�{a8=ç/éPéP���0é;|D)	ç+æU�!)&�9*!#$I.��1 !�5"+ ����'*!�d�1 ! �"+ 7.��1 `6a"+ !êUç/�&%'�PFdH,)&�A*!#0^&*-ç/êB.0è����0é�Qm8,EXYö%1èÕç+*�*!�NM	�1 7æ$�5æ?�&"+�d"+#0�!.��1 `6c"+ !ê¨�!)&�Ë��GYx}[ç/è�é4"+ !���!)0ê2Fm�ó)0��è5*����!)&��*!#0^&*-ç/êB.0è����0é2ç/.0.0 �"4ç+%�)T)	ç+æ[�&"~��êB.0 �"@34�1êW�1����"@34�1 >ËH�GYT}
����*!�!��è�èD<Aç/ ! -ç/�;��*?%'"+�&*!�5æ0�1 -ç/�!�5"+��éP��34�1�T����æ0";�'*��&"+�
)	ç@34�V�!)&�V���&*!�-ç/^0��è����këL�5*�*!#&�'*
"/6,*!���1.$Ik*!��y@�
%�)&"+�5%'� ì è���«4�����ÊËH�GYT}~^	ç+*��'æK�'o;#	ç/è���y@�1 �*@FXH,)&��#&*��
"/6\ç/éPéP ��1é�ç/�!�5"+�2êW�1�!)&";æ0*9*!#0éPé4�'*!���'æK)&�1 ��
<=���!)]è����&�@ç/ ,�'o;#	ç/è���y_ç/�!�5"+�2ç/è�è5"@<�*A6c"+ >*!)&"+ !���1 A�! -ç/���0���0éB*��'o;#&�1�&%'�'*>��"�^���#&*��'æeFZ};)&"+ !���1 ,�! -ç/���$I
���0éK*��'o�#&�1�&%'�'*�ç/ ���æ0�'*!�� -ç/^0è5�Bç+*m�!)&�1ë2���&%1 ��@ç+*��V%�)	ç/�0�&�1èD�!)0 �"+#0éP)0.0#0�@F�u�éPéP ��1é�ç/�!�5"+��ç/.0.0è��5�'æ
��"L�'o�#	ç/è���y_ç/�!�5"+�S)	ç+*V*!)&"@<=�õ �"+^0#&*!�!�&�'*�*���"[èÕç/^:�1è ^ ��.0.0���0éR{aæ0�'%1�5*!�5"+�O�1 ! �"+ �*�|�<=)0�5%�)O*!)&"+#0è5æ.0 �"@3��5æ0��6c"+ �^��1�!���1 ��'o�#	ç/è���y@�1 �*9���2�!)&��.0 ��'*��1�&%'��"/6D.0)	ç+*����1 ! �"+ �*mç/�&æK�&"+�5*��PF
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����� %����	��

����������
��
um*�êW�1�;�!�5"+�&�'æT���L�!)&��èÕç+*���%-)	ç/.0���1 ì �!)&��é4"4ç/èX"/6Z�!)&�V�'o�#	ç/è���y@�1 
�5*m��"] ��'æ$#&%'���!)&�Væ$�5*!��"+ !�!�5"+�{��������1 `Ik*�ë;ê�^:"+è=���;���1 `6a�1 ��1�&%'� ì �`}��!|�%@ç/#&*-�'æ�^;ë��!)&�]%�)	ç/�0�&�1è=��"[�!)&�~�! -ç/�&*�êB���!���'æO*!��éP�	ç/è>���Oç%'"+êBê?#0�0�5%@ç/�!�5"+�&*U*!ë�*����1ê2FCH,)&�U6cç+*!���1 �<>�~ ��'æ$#&%'�]�!)&�~æ$�5*���"+ !�!�5"+�S%@ç/#&*-�'æ�^;ë��!)&�~%-)	ç/�0�&�1è ì�!)&�]êW"+ ��K�bz�.��'æ$�5�1���V�!)&�] ��'%'"@34�1 !ëS"/69�!)&�]�! -ç/�&*!êB���!���'æS*!��éP�	ç/è,�5*Bç/���!)&�] ��'%'�1��34�1 í è5�@ç+æ$���0é��"W*!)&"+ !���1 ��! -ç/���0���0é]*-�'o�#&�1�&%'�'* ì ç/�&æ(êW"+ ��?�&ôU%1�5�1�;��#&*-�?"/6\^	ç/�&æ$<=�5æ$�!)GF,�ó)0��è5*��9"+�&��<,ç'ë(��"ç+%�)0�5�134�A^��1�!���1 \�'o�#	ç/è���y_ç/�!�5"+�V�5*d^�ë���êB.0 �"_34�'æVé4�1�&�1 -ç/è��5*-ç/�!�5"+� ì {cç+*D*!)&"_<=�������!)&�AèÕç+*!�d%-)	ç/.0���1 ì |�!)&�]"+�!)&�1 ��5*V*��1è5�'%1�!���0éL�!)&�UêW"P*��Vç/.0.0 �"+.0 !�Õç/���(�'o;#	ç/è���y_ç/�!�5"+�Rç/è�é4"+ !���!)0êÜç/�&æð����*�.	ç/ -ç/êW�1���1 
*��1�!�!���0é4*@F[uÉ��#0ê�^:�1 W"/69�bz&ç/êB.0è5�'*V"/6�<=)&�1 ��U�!)&�Kç/è�é4"+ !���!)0ê ç/�&æ�.	ç/ -ç/êW�1���1 B*��1è5�'%1�!�5"+�Oç/ ��
��êB.�"+ !�-ç/��������æ0�1���1 !êB���0���0é9�!)&�X*!#&%'%'�'*-*G"/6��!)&�Z�'o�#	ç/è���y@�1 @Ë7%�)&"�"P*!���0é��!)&�X"+ �æ0�1 �"/60�!)&�X�'o;#	ç/è���y@�1 
M&è����1 U��"�êUç/��%�)n�!)&�C%�)	ç/�0�&�1è�êW";æ0�1è ì <=)&�1�n�1���!)&�1 U�!)&�[%�)	ç/�0�&�1è�"+ ~�&"+�5*��Cç/ ��C�&"+�U«��&"@<=�Ð'&�ÏbÒa×PÏ�Ò í %-)&";"P*!���0éx�!)&�Kç/.0.0 �"+.0 !�Õç/���(�'o�#	ç/è���y_ç/�!�5"+�lç/è�é4"+ !���!)0ê <=���!)S�!)&�].0 �"+.:�1 !�!�5�'*���"L*!#0���
<=)&�1�!)&�1 \�!)&�=%�)	ç/�0�&�1è0�5*\*�.	ç/ �*��,"+ d�&"+� í %�)&"�"P*!���0é
�!)&�=ç+æ&ç/.0�!��34�=�'o�#	ç/è���y@�1 X*!���1.$Ik*���y@� ì �! -ç+æ$���0é+I"/�x^:�1��<>�'�1�[%'"+�;34�1 !é4�1�&%'��*�.:�'�'æ2ç/�&æ(�!)&�
"+.0�!��êUç/è7êW�@ç/�C*�o;#	ç/ ��
�1 ! �"+ �{aYT}�Ý>|bF

Q��&�x.�"P*�*!��^0è5�Tç/.0.0 �"4ç+%�)¨��"ð.	ç/ -ç/êW�1���1 Lç/�&æòç/è�é4"+ !���!)0êñ*��1è5�'%1�!�5"+�î<>"+#0è5æî^��L��"õ�! !ënç
.�";"+èe"/6\æ$�N���1 ��1�;�9�'o�#	ç/è���y@�1 �*mç/è�é4"+ !���!)0êW*�ç/�&æK.	ç/ -ç/êW�1���1 m*��1�!�!���0é4* í �-ç/«����0éW�!)&�
"+�&�
<=���!)(�!)&�è5"@<A�'*!�Kè5"P*�*Kç/�~�!)&�L�1�&æó"/6��! -ç/���0���0é&FáÄm"@<A�134�1 ì ���nêUç/��ël%@ç+*-�'*~�&"ð���&æ$��3��5æ$#	ç/è��'o;#	ç/è���y@�1 ç/�&æ[����*mç+*�*-";%1�Õç/���'æC.	ç/ -ç/êW�1���1 �*-�1�!�!���0éKç/ ��?�!)&�?^��'*!��"_34�1 �����*m�1���!�� ����! -ç/���0���0é&FmH,)0�5*9�5*m�134�1�
�! !#&�]<=)&�1�S�!)&�]%-)	ç/�0�&�1è��5*V*!�-ç/�!�5"+�	ç/ !ëõç/�&æõ�5*V�'*!.��'%1�Õç/è�è�ë��! !#&�]<=)&�1�O�����5*��&"+�$Ik*��-ç/�!�5"+�	ç/ !ë4F
p&"+ ��!)&�'*-�V ��@ç+*�"+�&*?çKêB�Nz$�!#0 ��W"/6A�'o;#	ç/è���y@�1 �*?%'"+#0è5æ�^:�Wç]^��1�!���1 �ç/.0.0 �"4ç+%�) ì <=)&�1 ��B�!)&�B^��'*!�êB�NzT%@ç/��^:���! -ç+%-«4�'æ�"@34�1 ?�!��êW�PFMÑ9�'%'�1�;�!è�ë ì �!)&�1 ��B)	ç+*
^��'�1�� ��'*��@ç/ �%-)����TêUç+%�)0���&�Uè5�@ç/ !�0���0éæ0�134"+���'æV��"
*!#&%-)BêB�Nz��!#0 ��,è5�@ç/ !�0���0é�ç/è�é4"+ !���!)0êW* ì �!)&�,*�"�%@ç/è�è5�'æ(ÙVÒs�4Ø�ò;Ï�Ím×)(9Í3�*&0ÍbÏ1Ø�ÔXç/è�é4"+ !���!)0êW*{dÄm�1 !^&*!���1 �ç/�&æ(��ç/ !ê�#0�!)ðf�g@hPhPïJj ì òX"_3;«Tf�g@hPhPïJj ì �e���!�!è5�'*���"+�&��ç/�&æ(��ç/ !ê�#0�!)ðf�g@hPh/Û+j ì ÿ���3����&�1�ç/�&æó��ç/ !ê?#0�!) f�g@hPh�É ì g@hPhPhJj ì qm -ç/êUç+%1ëó�1�(ç/è�F�fsrPtPtPvJj ì Ä�ç/ ! !���0éP��"+� fsrPtPtPvJj ì Ä��1 !^&*!���1 (ç/�&æ
��ç/ !ê?#0�!)ªf�g@hPhPï ì rPtPt$gbj�| ì ç+*W���;�! �";æ$#&%'�'æn��� }��'%1�!�5"+�ÀgPFsh�"/6�÷>)	ç/.0���1 xgPFî���R�!)0�5*~%-)	ç/.0���1 
�!)&�~êB�Nz��!#0 ��K"/6��bz$.:�1 !��*Bç/è�é4"+ !���!)0êW*Wç/ ��]#&*��'æð��"CêB�Nzõ�'o�#	ç/è���y_ç/�!�5"+�lç/è�é4"+ !���!)0êW*Wç/�&æõ�!)&�1�� 
.	ç/ -ç/êW�1���1 �*X^;ëVéP��3;���0é
)0��éP)&�1 X<A�1��éP)��>��"
�!)&�,.0 ��'æ$�5%1�!�5"+�&*>"/6��!)&�,^��'*!�\.:�1 `6c"+ !êB���0é?�'o;#	ç/è���y@�1 �*@F
};.��'%1�NM	%@ç/è�è�ë ì <>�=ç/ ��A�������1 ��'*!���'æ����V�!)&�>#&*��,"/6	�!)&�ZêB�Nz$�!#0 ��,"/6��bz$.:�1 !��*\ç/è�é4"+ !���!)0êW*\"/6DÄm�1 !^&*!���1 
ç/�&æL��ç/ !ê?#0�!)nf�g@hPhPïJjX<=)0�5%�)�%@ç/���1 �6c"+ m�!)&�V*!���!#	ç/�!�5"+�T<=)&�1 ��V�!)&�B%'"+ ! ��'%1���'o;#	ç/è���y@�1 ?ç/�&æx����*
.	ç/ -ç/êW�1���1 �*�%@ç/�(%�)	ç/�0é4�?"@34�1 =�!��êW� ì "+ ,�!)&��%�)	ç/�0�&�1èGêW"�æ0�1èGç/�&æ�È/"+ =�&"+�5*��m�5*>�&"+�$Ik*��-ç/�!�5"+�	ç/ !ë4F
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���?�!)&��	���Í!Ö.ñ�Ô-Ú$Ð+Ï!ÍDç/è�é4"+ !���!)0êª"/6�Äm�1 !^&*!���1 dç/�&æ���ç/ !ê?#0�!)(f�g@hPhPïJj$�!)&�Aç+*-*!#0êB.0�!�5"+���5*7êUç+æ0�
�!)	ç/�V�!)&�U -ç/���K"/6�*�<=����%�)0���0éT^��1�k<>�'�1�R�bz$.��1 !��*��5*V%'"+�&*!�-ç/�;�@F�}��134�1 -ç/è=.:"+���1�;�!�Õç/è,è���êB���-ç/�!�5"+�&*
ç/ !�5*��?6� �"+êÅ�!)0�5*
ç+*�*!#0êB.0�!�5"+� ì *�#&%�)�ç+*m)&"@<À��"Kæ0�1���1 !êB���&�V�!)&�?�5æ0�@ç/è\*!<=����%-)0���0é( -ç/����"+�0è����&�¯`
H,)	ç/�=ç/��ëW3Pç/ !�Õç/�!�5"+�~���~�!)&�9�5æ0�@ç/è�*!<=����%-)0���0é� -ç/����"@34�1 ,�!��êW��<=��è�è	 ��'*!#0è��A���]ç/�]���&%1 ��@ç+*������U�!)&�
.0 ��'æ$�5%1�!�5"+�x�1 ! �"+ @F�H,)0�5*�êW"+�!��3Pç/���'*mçW�&�1<¨êB�Nz$�!#0 ���"/6X�bz$.:�1 !��*mç/è�é4"+ !���!)0ê {a%@ç/è�è5�'æ2�!)&�
M0z0�'æ�I
*!)	ç/ ��])0�5�1 -ç/ �%�);ëRç/è�é4"+ !���!)0ê~| ì çL��<>"x�!�5�1 B)0�5�1 -ç/ �%�);ëO"/69�!)&�KêB�Nz��!#0 ��("/6m�bz�.��1 !��*Wç/è�é4"+ !���!)0ê"/6GÄm�1 !^&*!���1 Wç/�&æS��ç/ !ê?#0�!)¥f�g@hPhPïJj�<=���!)O�!)&�2ç/^0��è����këõ��"x�! -ç+%�«õ�!)&�~^��'*!�B�bz$.:�1 !�V<=)&�1�O�!)&�
*!)	ç/ ��L^��1�k<>�'�1�ò�bz$.��1 !��*K�5*]�1���!)&�1 (3Pç/ !ë����0éS"_34�1 K�!��êW�T"+ ]�5*K%'"+�&*!�-ç/�;�@F ���x%'"+êB.	ç/ ��x�!)&�
ç/^0��è����kë�"/6=�!)&�U)0�5�1 -ç/ �%�)�ëð"/6,êB�Nz$�!#0 ��U"/6��bz$.:�1 !��*?<=���!)��!)&�W"+ !��éP���	ç/è=ç/è�é4"+ !���!)0ê�"/6YÄm�1 !^&*!���1 
ç/�&æõ��ç/ !ê?#0�!)¨f�g@hPhPïJj ì ç/�&æð<=���!)O�!)&�]êW�1�!)&"�æS"/6�};���0é4�1 Uç/�&æSp&�'æ0�1 (f�g@hPhPhJj��!)&�Ñò�Î&Ò ð/ÍbÏ�Ô1Ð+ÑÍ3ñ�ò0Ð+ÑÓÒ.-_ÐPØaÒc×+Î ÐPÑ Ì4×PÏ�ÒaØ�Ú�ÙÜ{d¢�ÝXu
|bFD���(æ$ -ç'< ç/�!���1���!�5"+�R��"x�!)&�KêUç/�;ëð.�"+���1���!�Õç/è�#&*-�'*B"/6m"+#0 
êB�Nz$�!#0 ��]"/6m�bz�.��1 !��*Bç/è�é4"+ !���!)0ê ��"Tç+æ&ç/.0�!��34�K%�)	ç/�0�&�1è��'o;#	ç/è���y_ç/�!�5"+�O�!)0 �"+#0éP)R*��134�1 -ç/èA#&*-ç/é4�
�bz&ç/êB.0è5��*�%'�1�	ç/ !�5"P*@F

���`½ / 
=��Çª`9�[`0�����!È�ÇÉÇ.ù��\`�¿��mú#`,����
9� ÃÅÇd�:Â�

��Ä

���K#&*��K)&�1 ��K�!)&�2*�ç/êW�K.0 �"+^0è5�1ê *��1�!�!���0é�ç/�&æO*!ë$*!���1êÜêW"�æ0�1è9ç+*V���ó}��'%1�!�5"+�óô$Fsr ì <A�Cç/è5*�"%'"+�&*!�5æ0�1 T{�}��'%1�!�5"+�òi$Fsi$Fsô4|W�!)&�[êW"+ ��Læ$�4ôU%1#0è��].0 �"+^0è5�1ê "/6�^0è����&æn�'o�#	ç/è���y_ç/�!�5"+�Ê{�<=)&�1 ��[�!)&�
èÕç/^��1è5*Kç/ ��L�&"+�K«��&"@<=��|bF ���ó�!)0�5*K*��'%1�!�5"+� <A�[.0 ��'*-�1���Cç���#0ê?^��1 2"/6�ç+æ&ç/.0�!��34�T�'o;#	ç/è���y@�1 �*
ç+æ0æ$���!�5"+�	ç/è���"V�!)&"P*-��æ$�5*�%1#&*�*��'æK���x}��'%1�!�5"+�[ô$Fsv$F

qm��34�1�C�!)&�
 ��'*!�5æ$#	ç/è
ξt = yt − ŷt ì %'"+�&*!�5æ0�1 9éP -ç+æ$�5�1���9êW�1�!)&"�æ(#0.�æ&ç/���'*9"/6D�!)&�m6a"+ !ê

f(wt+1,i) := f(wt,i) − ηt
∂L(ξt)

∂wt,i
,

{ci$F�g_|

<=)&�1 ���¯
t
�5*>�!)&�934�'%1��"+ A#&*��'æ~��"?.0 �"�æ$#&%'�

ŷt
ç+*>���x{cô$Fsr4| ì f �5*,ç�è����&�@ç/ ,"+ A.:"P*�*���^0è�ëB�&"+�0è����&�@ç/ 6a#0�&%1�!�5"+�?#&*��'æ?��"=êW";æ$�N6aë��!)&�X<A�1��éP)���* ì ηt(> 0)
�5*G�!)&�\è5�@ç/ !�0���0ém -ç/��� ì ç/�&æ L

�5*dç=è5"P*�*G6�#0�&%1�!�5"+�GF
���Cé4�1�&�1 -ç/è={ci$F�g_|�%@ç/�L^:�?#&*��'æ[<=���!)xçW��#0ê?^��1 
"/6Zæ$�N���1 ��1�;��éP -ç+æ$�5�1�;�
^	ç+*��'æC�'o;#	ç/è���y@�1 �* í ^0#0�<>�]"+�0è�ë�%'"+�&*!�5æ0�1 ������!)0�5*�%�)	ç/.0���1 VéP -ç+æ$�5�1����^	ç+*��'æõ�'o�#	ç/è���y@�1 �*�<=)0�5%�)S)	ç@34�]çC*�o�#	ç/ ��'æ�è5"P*�*
6a#0�&%1�!�5"+�

L(ξt) = 1
2ξ2

t

F
���?<=��è�è7�&"_<¥%'"+�&*!�5æ0�1 
çB�;#0ê?^��1 m"/6Zæ$�N�e�1 ��1�����bz0ç/êB.0è5�'*m"/6

f(wt,i)
F=H,)&��*!��êB.0è5�'*!��%@ç+*��

�5*=�!)&��};��"�%�)	ç+*��!�5%�qm -ç+æ$�5�1���Gó��'*�%'�1����{�}0q�ó
|�ç/è�é4"+ !���!)0ê©<=)&�1 ��
f(wt,i) = wt,i

ç/�&æ

wt+1,i := wt,i − ηt
∂L(ξt)

∂wt,i
.

{ci$Fsr4|

�n)&�1�B�!)&�,�-ç/ !é4�1�X<>�1��éP);�X34�'%1��"+ X�5*D«��&"@<=�W��"m^��=*!.	ç/ �*��A���\�5*D<>�1è�è&«��&"@<=�U�!)	ç/�\�!)&�=ÝDz�.�"+�&�1�$I
�!�Õç/���'æ2qm -ç+æ$�5�1���?{aÝAq�|Aç/è�é4"+ !���!)0êw{dÿ���3;���&�1�2ç/�&æ]��ç/ !ê?#0�!)�f�g@hPh�É_j�|Z)	ç+*A^:�1�!���1 =%'"+�;34�1 !é4�1�&%'�
.0 �"+.��1 !�!�5�'*A%'"+êB.	ç/ ��'æ]��"?�!)&��}0q>ó¥ç/è�é4"+ !���!)0ê2FXH,)&���bz$�5*!���1�&%'��"/6�%'"+êBê?#0�0�5%@ç/�!�5"+�&*�%-)	ç/�0�&�1è5*
<=)0�5%�)�)	ç'34�W%'"+ ! ��'*!.�"+�&æ$���0éC*!.	ç/ �*-�B*�"+è�#0�!�5"+�&*U{��-ç/ !é4�1�
<>�1��éP);��*�|�êW"+�!��3Pç/���'*
�!)&�V���&%1è�#&*!�5"+�ð"/6
�!)&��Ý>qÊç/è�é4"+ !���!)0ê ���C�!)0�5*9æ$�5*�%1#&*�*��5"+�C"+�[ç+æ&ç/.0�!��34�?�'o;#	ç/è���y@�1 �*@FAH,)&��Ý>q #0.:æ&ç/�����5*�æ0�1 !��34�'æ



Þ i$Fsv ø\à1������áB���DeJà!�a�-�21ZáB� c � f+à1�?�@âZ� c b\��à@�c� ¤SÅ

6a �"+êø�!)&�
é4�1�&�1 -ç/èG#0.�æ&ç/���
^�ë(*!#0^&*!�!���!#0�!���0é
f(wt,i) = ln(wt,i)

����{ci$F�g_|,éP��3;���0é ì

wt+1,i := wt,i exp

(

−ηt
∂L(ξt)

∂wt,i

)

.
{ci$Fsv4|

Ëm"+�����!)	ç/�,6a"+ 
f(wt,i) = ln(wt,i)

<>�
ê�#&*!�=éP#	ç/ -ç/�����'�?�!)	ç/�
wt,i

�5*,.:"P*����!��34� í <Aç/ ! -ç/���!���0é]�!)&�%'"+�&*!�5æ0�1 -ç/�!�5"+�L"/6\ç/è����1 !�	ç/�!��34��ç/.0.0 �"4ç+%�)&�'*���"BÝ>qVF
8,"+�!)W�!)&��}0q�óòç/�&æWÝ>qòç/è�é4"+ !���!)0êW*>%@ç/�W^��=é4�1�&�1 -ç/è��5*��'æW^;ë� ��1.0èÕç+%1���0é��!)&�=éP -ç+æ$�5�1���A<=���!)

�!)&���	ç/�!#0 -ç/èeéP -ç+æ$�5�1���V{dË�q ì u9êUç/ !�Xf�g@hPhPïJj�|bFXH,)&��Ë
qÀç/è�é4"+ !���!)0ê©#0�!��è��5*��'*�ç?é4�1�&�1 -ç/è1Ñ��5�1êUç/�$I
�0�Õç/�KêW�1�! !�5%m���~�!)&�m<>�1��éP);��*!.	ç+%'�PF\p&"+ ,^0 ��13����këU<A�m<=��è�è:�&"+�,é4"�������"VêW"+ ���æ0�1�-ç/��èe%'"+�&%'�1 !�0���0é
�!)&�§Ë�q ç/è�é4"+ !���!)0ê2F Ñ�ç/�!)&�1 �<>�(ç/ ��~�������1 ��'*!���'æõ���õ�!)&�~*!��êB.0è5�1 Wç/�&æõ�@ç+*!�5�1 ���"C��êB.0è5�1êW�1�;�
M& �*!�9"+ �æ0�1 mç/.0.0 �"'z$��êUç/�!�5"+� ì �!)&�?u9.0.0 �"@z���êUç/���[Ëmç/�!#0 -ç/èdq� -ç+æ$�5�1���
ç/è�é4"+ !���!)0ê {auGË�q�|�{aYxç/ `I
�!�����1��ç/è�FZfsrPtPtPrJj�|bFUYxç/)&"+��ë�ç/�&æT�n��è�è��Õç/êW*�"+�����;�! �";æ$#&%'�KçKæ$�N���1 ��1�;�?���;���1 !.0 ��1�-ç/�!�5"+�S"/6,�!)&�Ë
qÅç/è�é4"+ !���!)0ê ì �!)	ç/�B�!)&�]�! !#&�K<>�1��éP);�U34�'%1��"+ B¯ ∗ �5*Bæ$ -ç'<=�óç/�V -ç/�&æ0"+êÜ6a �"+êÜ*�"+êW�K.0 !�5"+ 
æ$�5*!�! !��^0#0�!�5"+�

wt,i 6= zt,i
)&�1�&%'�� ��1.0èÕç+%1���0é

wt,i
<=���!)

zt,i
���[<=���!)xæ0�1�&*!����ë

φ(wt,i)
{��&"+�����!)	ç/�

φ(w)
�&�'�'æ(�&"+�9*�ç/�!�5*`6�ë ∫

φ(w)dw = 1
|bF\H,)&�?uAË
qªç/è�é4"+ !���!)0êö�5*�éP��34�1�2^�ë ì

wt+1,i := wt,i − ηt
∂L(ξt)

∂wt,i

1

φ(wt,i)2
.

{ci$F Û;|

���2"+ �æ0�1 ���"Bæ0�134�1è5"+.C���;�!#0���!�5"+�Lç/^�"+#0�?{ci$F Û;|,%'"+�&*!�5æ0�1 ��!)&��%@ç+*-��<=)&�1 ��
�!)&�
.0 !�5"+ ��5*
φ(wt,i) =

1/wt,i
ç/�&æ

wt,i > 0
F\���K�!)0�5*�%@ç+*��m�N67�!)&�

wt,i
�5*=*!êUç/è�èe���K3Pç/è�#&���!)&�1�(�!)&��.0 !�5"+ =<=��è�èe^:�m)0��éP) ìç/�&æõ�!)&�K"+.0.:"P*!�����~�5*��! !#&�]<=)&�1�

wt,i
�5*�èÕç/ !é4�PF Ä��1�&%'�~���S�!)&�KuAË
qöç/è�é4"+ !���!)0êÜ�!)&�1 ��]�5*Bç

<Aç/ !.0���0éK"/6X�!)&��<A�1��éP)��
*!.	ç+%'�?��"U*!#0�����!)&�
6�ç+%1�9�!)	ç/�m�!)&���-ç/ !é4�1�9<A�1��éP)����5*m*!.	ç/ �*�� ì *����&%'���!)&�.0 !�5"+ ��5*=)0��éP)C<=)&�1�
wt,i

�5*9*!êUç/è�è�F
uÉ*!��êB��èÕç/ �.	ç/ -ç+æ$��éPê���"C�!)&�UuGË�q ç/�&æ¸Ë
q©ç/è�é4"+ !���!)0êW* ì ç/ ��W�!)&�3&:Ï`×*&0×+ÏbØaÒc×+Î�Ð4ØkÍ(Ð4Ö4Ð*&5ñ

Ø�ÐPØaÒc×+ÎCç/è�é4"+ !���!)0êW*~{a*-�'�]Ämç@ë;«�����ç/�&æT�ó�5æ$ �"_<©fsrPtPtPvJj�|bFBH,)&�V.0 �"+.:"+ !�!�5"+�	ç/���]ç+æ&ç/.0�-ç/�!�5"+�ðç/èNI
é4"+ !���!)0êW* ì è���«4�KuGË�q ç/è�é4"+ !���!)0ê ì .:�1 `6c"+ !ê�<A�1è�è=<=)&�1�S�!)&�]%-)	ç/�0�&�1è=�5*V*!.	ç/ �*��~^�ëõç/.0.0è�ë����0é
è5�@ç/ !�0���0éB -ç/���'*=��"Væ$�N�e�1 ��1����<A�1��éP)���*�ç+%'%'"+ �æ$���0éU��"��!)&�
*�.	ç/ �*��1�&�'*�*="/67�!)&��%-)	ç/�0�&�1è�FZH,)&��éP -çJI
æ$�5�1���=êW�1�!)&"�æ0*="/6duGË
q¥ç/�&æC}0q�ó¨)	ç@34���!)&��ç+æ$3+ç/�;�-ç/é4�
"@34�1 =^	ç/��%�)CêW�1�!)&";æ0*="/6d^:�1���0éWç/^0è5�
��"Cç+æ&ç/.0��<=)&�1���!)&�B.0 �"+^0è5�1êw�5*
�&"+�$Ik*��-ç/�!�5"+�	ç/ !ë ì ç+*��!)&�1ëTç/ ��Wç+æ&ç/.0�!��34�L{a"+�0è����&�_|�êW�1�!)&"�æ0*@F���]�!)&��%@ç+*���<=)&�1 ���^��1���0éWç/^0è5����"Bç+æ&ç/.0�=�5*="/67�&"Bç+æ$3+ç/�;�-ç/é4�
<>�
%'"+�&*��5æ0�1 �"+.0�!��êUç/èG*�"+è�#0�!�5"+�&*
��"�è5�@ç+*��`Ik*�o�#	ç/ ��'*A%1 !�����1 !�5"+� ì ��F��PFD ��'%1#0 �*!��34��è5�@ç+*!�>*�o;#	ç/ ��'*�{dÑ>�7}0|Zç/è�é4"+ !���!)0ê2FXH,)&�� ��@ç+*�"+�]�!)	ç/��!)&�,è5�@ç+*!�\*�o;#	ç/ ��'*\%1 !�����1 !�5"+� ì min � 1

T

∑T
t=1(yt−

¯ ′ § t)
2 ì �5*DêW"+ ��=*�#0�����'æ���"��!)&�A^	ç/��%-)U*��1�!�!���0é�!)	ç/�(�!)&��"+�0è����&�
"+�&���5*A^:�'%@ç/#&*������,�5*="+�0è�ë]"+.0�!��êUç/èe�N67�-ç/ !é4�1��*�"+è�#0�!�5"+�(�5*=*!�-ç/�!�5"+�	ç/ !ë4FZ�k�]�!)0�5*

%�)	ç/.0���1 ><>��%'"+�&*!�5æ0�1 Z�!)&��%'"+êB.0#0�-ç/�!�5"+�	ç/èe�&ôU%1�5�1�;�ZèÕç/�!�!�5%'��34�1 �*��5"+�~"/6SÑ>�7} ì �!)&�9è5�@ç+*!�Z*�o;#	ç/ ��'*ç+æ&ç/.0�!��34��èÕç/�!�!�5%'�?�'o�#	ç/è���y@�1 �{��d}�uH�GÝA|="/6Z}$ç/��"+ !��#&*�ç/�&æ2EDç+%�«Tf�g@hPï$gbjkF
���Ãÿ 8S�:Ç\¿-�-ÃÅ���\`=�:�-Ç\Ä54lÃÅ�3am�:�?��ÇÉ
0÷xÇGa6�]ÇD�	�:Ä
���A<=��è�è0%'"+�&*!�5æ0�1 \êB�Nz��!#0 ��'*\"/6:�bz�.��1 !��* ì ���V.	ç/ !�!�5%1#0èÕç/ X�!)&�,"+�0è����&�>M0z$�'æ�Ik*!)	ç/ ���ç/è�é4"+ !���!)0êÀ6a �"+êÄm�1 !^&*!���1 >ç/�&æV��ç/ !ê?#0�!)xf�g@hPhPïJjkFDH,)&��*!��êB.0è5�'*!�Aç/è�é4"+ !���!)0êÊ�5*\ ��b6c�1 ! ��'æB��"�ç+*\�!)&��Ô1Ø�ÐPØaÒ87�Ím�*&0ÍbÏ1Ø
ç/è�é4"+ !���!)0ê {dÄmç/#&*-*!è5�1 
�1��ç/è�Fdf�g@hPhPïJj ì Ä��1 !^&*!���1 �ç/�&æ[��ç/ !ê?#0�!)Rf�g@hPhPïJj�|bF
���[�!)&��*!�-ç/�!�5%V�bz$.:�1 !�



¤�Ò ÷$à/e+c û;���$�x�a���,+��-�@� a,ë f+eJ���xì+��à

%@ç+*��
�@ç+%-)2�bz�.��1 !�
i = 1, . . . M

êUç/«4�'*9ç�.0 ��'æ$�5%1�!�5"+�
ŷt(i)

ç/�=�! !�Õç/è
t
{�<=)&�1 ���ç/�K�bz$.��1 !��%'"+#0è5æ

^��~ç(�&�1#0 -ç/è>�&�1�k<A"+ !« ì æ0�'%1�5*��5"+���! ��'� ì "+ �ç+*?���ð"+#0 V%@ç+*�� ì ç/�õ�'o;#	ç/è���y@�1 �|�ç/�&æð�5*�ç+*�*���éP�&�'æõç<>�1��éP);�
vt(i)

FXH,)&��"_34�1 -ç/è�è�.0 ��'æ$�5%1�!�5"+�["/6D�!)&��êB�Nz$�!#0 ���"/6D�bz$.��1 !��*=�5*

ŷm
t :=

M
∑

i=1

vm
t (i)ŷt(i),

{ci$Fsô4|

<=)&�1 ��
vm
t (i) := vt(i)/

∑M
c=1 vt(c)

�5*,�!)&���&"+ !êUç/è��5*��'æ2<>�1��éP)��mç/.0.0è��5�'æ(��"B�bz�.��1 !�
i
FXH,)&��«4�1ë

��"~.:�1 `6c"+ !êB���0é(%1è5"P*�����"U�!)&��^:�'*��m�bz$.:�1 !�@��*m.0 ��'æ$�5%1�!�5"+�T�5*m���L�!)&��è5"P*-*`I�^	ç+*��'æ[<>�1��éP)��
#0.�æ&ç/���PF
H,)&�
è5"P*�*!I�^	ç+*��'æK<>�1��éP);�9#0.�æ&ç/����6a"+ =�!)&�?*!�-ç/�!�5%bIk�bz�.��1 !���5*

vt+1(i) := vt(i) exp(−νL(ξt(i))),
{ci$Fsi4|

<=)&�1 ��
ν > 0

�5*>�!)&��è5�@ç/ !�0���0é� -ç/��� ì ç/�&æ ξt(i) = yt − ŷt(i)
�5*>�!)&�� ��'*!�5æ$#	ç/è�"/6��bz$.:�1 !�

i
ç/�>�! !�Õç/è

t
Fm����«��&"@<Æ6� �"+êÅ�!)&��è5"P*�*`I�^	ç+*��'æL<A�1��éP)��
#0.�æ&ç/�����!)	ç/���N6Aç/�T�bz$.:�1 !�m)	ç+*mèÕç/ !é4��è5"P*�*��'*m�!)&�1�
�!)&�
<A�1��éP)��

vt(i)
ç+*�*-";%1�Õç/���'æK<=���!)2�!)	ç/���bz�.��1 !�=<=��è�èG^��'%'"+êW���bz�.�"+�&�1���!�Õç/è�è�ë(*!êUç/è�è�F

���Væ0�bM&�&���!)&����"+�-ç/èdè5"P*-*96c"+ ��!)&�?<A�1��éP)����'æ�ç@34�1 -ç/é4�
ŷm

t

6c"+ m�!)&��*-�'o�#&�1�&%'�V"/6>�bz&ç/êB.0è5�'*
¦

= (( § 1, y1), . . . , ( § T , yT ))
ç+*

LWA(
¦
) :=

∑T
t=1 L(ξm

t )
<=)&�1 ��

ξm
t = yt − ŷm

t

F
};��êB��èÕç/ !è�ë
�!)&�2��"+�-ç/è�è5"P*�*U6a"+ U�bz$.��1 !�

i
"_34�1 ~�!)&�[*-ç/êW�C*��'o;#&�1�&%'�C¦ð�5*

L � ,i :=
∑T

t=1 L(ξt(i))
<=)&�1 ��

ξt(i) = yt − ŷt(i)
F

H,)&�W*��-ç/�!�5%bIk�bz�.��1 !�?ç/è�é4"+ !���!)0ê � 6c"+ 
�!)&�B<>�1��éP);���'æðç'34�1 -ç/é4�U)	ç+*
^��'�1��*!)&"@<=����� ÿ���3����&�1�
ç/�&æ(��ç/ !ê�#0�!)õf�g@hPhPhJjd��"W)	ç'34��6a"+ mçVèÕç/ !é4��%1èÕç+*�*�"/6Dè5"P*-*,6�#0�&%1�!�5"+�&*

L
ç/�&æC -ç/�0é4�?"/6Dè5�@ç/ !�0���0é

 -ç/���'*
ν ì �!)&�
è5"P*-*=^:"+#0�&æ

LWA(
¦
) ≤ min

1≤i≤M
(L � ,i) +

1

ν
lnM.

{ci$F:ÉP|
H,)0�5*A^:"+#0�&æ]���1è�è5*A#&*A�!)	ç/�,�!)&����"+�-ç/è�è5"P*�*A"/6��!)&�m<>�1��éP);���'æCç'34�1 -ç/é4�

LWA(
¦
)
<=��è�è:^:���&"�êW"+ ��

�!)	ç/���!)&�>��"+�-ç/è�è5"P*�*d"/6	�!)&�>^:�'*!�d�bz�.��1 !�d.0è�#&*7�!)&�>���1 !ê 1
ν lnM

{cç9���1 !êÀ�!)	ç/�dæ0"��'*d�&"+�7���&%1 ��@ç+*-�
<=���!)

T ì "+�0è�ëV���W�!)&���;#0ê?^��1 A"/6G�bz$.:�1 !��* M
|bFD���X�5*X<A"+ !�!)~�bz$.0è5"+ !���0é?�!)&�� -ç/�0é4��"/6

ν
6a"+ m{ci$F:ÉP|

)&"+è5æ0* ì <=)&�1�x#&*!���0éK�!)&�?è5"P*-*96a#0�&%1�!�5"+�L6a"+ Æ�GYT} ì *-"]ç+*m��"]^:�1�!���1 m#0�&æ0�1 �*!�-ç/�&æx�!)&���bz�.��'%1���'æ.��1 `6a"+ !êUç/�&%'�PFAp&"+ |ξt(i)| ≤ ξmax
ç/�&æ2#&*!���0éW�!)&��*�o;#	ç/ ��'æ(è5"P*�*=6�#0�&%1�!�5"+�

L(ξt(i)) := 1
2ξt(i)

2�!)&�
^�"+#0�&æ�{ci$F:ÉP|A)&"+è5æ0*=6c"+ 9ç/è�è
ν
*!#&%-)2�!)	ç/� 1

ν ≥ ξ2
max

F
H,)&�Aç+*�*!#0êB.0�!�5"+�V"/6$�!)&�A*!�-ç/�!�5%>�bz�.��1 !�7ç/è�é4"+ !���!)0êÀ�5*G�!)	ç/�d"+�&�>�bz$.:�1 !��<=��è�è;^��\�!)&�X^��'*!�d"@34�1 

ç/è�è
T
�bz&ç/êB.0è5�'*@F����[6cç+%1��<>��<=��è�èDéP��34�Bç~��#0ê?^��1 �"/6A�'o;#	ç/è���y_ç/�!�5"+��*�%'�1�	ç/ !�5"P*�����}��'%1�!�5"+��i$Fsi

<=)&�1 ��T"+�&�x�bz�.��1 !�]�5*K�&"+�]�!)&�L^��'*!�("@34�1 
T
�bz0ç/êB.0è5�'*_F H,)&�á	���Í!ÖZñkÔ-Ú�ÐPÏ!ÍCç/è�é4"+ !���!)0ê {a*��'�

u�è�é4"+ !���!)0ê�h4|��5*�ç/^0è5�B��"K�! -ç+%�«L�!)&�V^��'*!���bz�.��1 !� ì "+ �êB�Nz$�!#0 ��W"/6A�bz$.:�1 !��* ì <=)&�1���!)&�V�-ç/ !é4�1�%'"+�&%'�1.0�]{a"+.0�!��êUç/èA*�"+è�#0�!�5"+��|�"+ ?�1�;3;�� �"+�0êW�1�;�2{a�1��3��� �"+�0êW�1���� ��b6a�1 �*
��"2^:"+�!)��!)&�W�&"+�5*��Uç/�&æ
%�)	ç/�0�&�1è�|~�5*K%-)	ç/�0éP���0é&F H,)&�2M0z0�'æ�Ik*!)	ç/ ��Tç/è�é4"+ !���!)0ê .0 ��134�1����*K�!)&�L<A�1��éP)��2"/6�ç/�;ëó�bz$.:�1 !�
é4�1�!�!���0é]��";"Bè5"_<Æç+*mçW%'"+�&*��'o;#&�1�&%'�?"/6\�!)&��è5"P*-*`I�^	ç+*��'æ2<A�1��éP)��m#0.:æ&ç/���]{ci$Fsi4|,^;ë2æ$�5*!�! !��^0#0�!���0é

�:9 �H"<;����É#������H�����m�&���%�H+-�*;�#�2 � L>= µ@? ·*A D����>B�/����02¯��#%�H+�N3Ck�mJ@DFE ¬!º�ºb¸HG D �O���á�Ä"
��/��>(*��"0I�1���(3�����32I%/��*2%��()������#�������#H�I# = µ2? ´JA �����*;�$��Æ��('�����*J��32H��"0��1I1��)/!1������!+-�J;%#�2¯� ?
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�]�����	�+���_�7  ½ M0z$�'æ�Ik*�)	ç/ ��?ç/è�é4"+ !���!)0ê {dÄm�1 !^&*!���1 9ç/�&æ(��ç/ !ê�#0�!)ðf�g@hPhPïJj�|
5 ¡�¢G£ ��� ¡&¤ uÆ�bz0ç/êB.0è5��*-�'o�#&�1�&%'�

z = (( § 1, y1), . . . , ( § T , yT ))
F5 ¡�¢G£ ��� ¡&¤ ÝZç+%-)L�bz$.:�1 !�

i = 1, . . . ,M
)	ç'3����0éU#0.�æ&ç/���� !#0è5� Li

ç/�&æ[ç+*-*�";%1�Õç/���'æ2.	ç/ -ç/êW�1���1 �*
¯

i
F5 ¡�¢G£ ��� ¡&¤ �G"P*�*=6�#0�&%1�!�5"+�

L(·) <=)&�1 �� L : R → R
F

¬�­ �k�0���!�Õç/è��5*-�PË
v1(i) := 1/M

6c"+ 
i = 1, . . . ,M®'­ �k�0���!�Õç/è��5*-�PË

w1,i(j) := 0
6a"+ 

j = 1, . . . ,M
ç/�&æ

i = 1, . . . , d°@­,± ���
t = 1

��"
T ² �³ ­ ± ���

i = 1
��"

M ² �´'­
(
¯

t+1,i, ξt(i), ŷt(i)) := Li(
¯

t,i, § t, yt)µ@­ ¡;¶ ² ± �	�·'­ ± ���
i = 1

��"
M ² �¸@­

vm
t (i) := vt(i)/

∑M
c=1 vt(c)º@­

v′t(i) := vt(i) exp(−νL(ξt(i)))¬!»@­ ¡;¶ ² ± �	�¬b¬�­
ξm
t := yt − ŷm

t

<=)&�1 ��
ŷm

t :=
∑M

c=1 vm
t (c)ŷt(c)¬�®'­ ± ���

i = 1
��"

M ² �¬!°@­
vt+1(i) := (1 − α)v′t(i) + α

(M−1) (
∑M

c=1 v′t(c) − v′t(i))¬ ³ ­ ¡;¶ ² ± �	�¬�´'­  ��1�!#0 !�
ŷm

t¬!µ@­ ¡;¶ ² ± �	�

ç�*!êUç/è�è:6� -ç+%1�!�5"+�
α
"/6��!)&����"+�-ç/è�<>�1��éP)��=#0�0�N6c"+ !êBè�ë~"_34�1 �ç/è�è:�!)&�m�bz$.:�1 !��*@F\H,);#&* ì �N6dç/�(�bz�.��1 !��!)	ç/�
.0 ��13��5"+#&*!è�ë[.��1 `6c"+ !êW�'æx.:"�"+ !è�ëL*��-ç/ !��*���"K.:�1 `6c"+ !ê <>�1è�èX����*�<A�1��éP)���%@ç/�T ��'%'"@34�1 �6�ç+*!���1 @F�e���&�Wg@vW"/6d�!)&�mM0z0�'æ�Ik*!)	ç/ ��?ç/è�é4"+ !���!)0ê

vt+1(i) := (1 − α)vt(i) exp(−νL(ξt(i))) +
α

(M − 1)
(Vt − vt(i) exp(−νL(ξt(i)))),

{ci$Fsï4|

�5*��!)&�B<A�1��éP)���#0.�æ&ç/���V6c"+ �*-"+êW�
α : 0 ≤ α < 1 ì <=)&�1 �� Vt :=

∑M
i=1 vt(i) exp(−νL(ξt(i))

FËm"+���Ü�!)	ç/�w�!)&� M0z$�'æ�Ik*!)	ç/ �� #0.:æ&ç/��� �5*w%'"+�&*!�! !#&%1���'æ *!#&%-) �!)	ç/� ∑M
i=1 vt+1(i) :=

∑M
i=1 vt(i) exp(−νL(ξt))

F
Q��&� "/6õ�!)&�ªêW�1�!)&"�æ0*î.0 ��'*��1�����'æ = ^�ë 8,"+#&*�o�#&�1�¨ç/�&æ ��ç/ !ê?#0�!) fsrPtPtPrJjð�5*ò�'*�*��1�$I

�!�Õç/è�è�ëÊ�'o;#0��3+ç/è5�1�;�ð��"¥�!)&�lM0z$�'æ�Ik*!)	ç/ �� ç/è�é4"+ !���!)0ê ì ç/�&æ éP��34�'*�#&*S*�"+êW�nç+æ0æ0�'æ ���;�!#0���!�5"+�
������"Æ)&"_< ���ð<A"+ !«�*@F �k� �!)&�nêW�1�!)&";æÉ"/6[8,"+#&*�o;#&�1�Rç/�&æ ��ç/ !ê�#0�!) fsrPtPtPrJj(�!)&�lM0z0�'æ�I
*!)	ç/ ��øç/è�é4"+ !���!)0ê  ��1.0èÕç+%'�'*ª�!)&� è5"P*�*!I�^	ç+*��'æ <>�1��éP)��Ê#0.:æ&ç/���ø"/6Æ{ci$Fsi4|¥<=���!)

vm
t (i) :=

vt(i) exp(−νL(ξt(i)))/
∑M

i=1 vt(i) exp(−νL(ξt(i))) í ç/�&æ {ci$Fsï4|l<=���!)
vt+1(i) := (1 −

α)vm
t (i) + αvm

1 (i) ì <=)&�1 �� vm
1 (i)

�5*~*-�1�U�'o�#	ç/èm��"
1/M

FòH,)&�2���1 !ê
vm
1 (i) = 1/M

%@ç/.$I
�!#0 ��'*X�!)&�9�����!#0���!�5"+�K�!)	ç/�X���;��"?�!)&��6�#0�!#0 ��=�!)&�1 ����5*>ç/�~�'o�#	ç/è:%�)	ç/�&%'�m"/6Gç/�;ëW"/6e�!)&�

M
�bz�.��1 !��*

B�9 ��"<;�����(*1I��/�� L N0�����m��K��*;��MLN;��C� ��#�209���/�"<;%���6E ®�»�»1®OG 2%�)J��*1��JI-�32
"
�)���%��2%�kD ����(C�0��/'��(PD0����"0��1�1-���)��� L�)F2I-�)/���� L /���":D �O������#õ�&1I��/�$��)/QI-����1V� L �)F2I-�)/���� ?



Åsö ÷$à/e+c û;���$�x�a���,+��-�@� a,ë f+eJ���xì+��à

{a�'o;#	ç/è���y@�1 �*�|A^��'%'"+êB���0éW�!)&�
^��'*!���bz�.��1 !�@F
���åç/�å�b�e"+ !�©��" ç/�	ç/è�ë$*!�5*©u�è�é4"+ !���!)0ê h <>�w%'"+�&*!�5æ0�1 ì 6c"+ ©*�"+êW�ÅM0z0�'æ

k ì ç/è�è
.�"P*�*!��^0è5� .	ç/ !�!���!�5"+�0���0é4* "/6Å�!)&� �! !�Õç/èö*��'o;#&�1�&%'�

1, 2, . . . , T
���;��"

k + 1
*��1éPêW�1����*

(t0, . . . , t1 − 1) , (t1, . . . , t2 − 1), . . . , (tk, . . . , tk+1 − 1)
<=���!)S%'"+ ! ��'*�.:"+�&æ$���0éT�! !�Õç/è=�bz&ç/êVI

.0è5�'*�¦
1 = (( § t0 , yt0), . . . , ( § t1−1, yt1−1)),

¦
2 = (( § t1 , yt1), . . . , ( § t2−1, yt2−1)), . . . ,

¦
k+1 =

(( § tk , ytk), . . . , ( § tk+1−1, ytk+1−1)) ì <=)&�1 �� t0 = 1
ç/�&æ

tk+1 = T
F H,)&�Sç+%'%1#0ê?#0èÕç/���'æ

è5"P*�*O"_34�1 l*��1éPêW�1���
j
6c"+ R�bz�.��1 !�

i
�5*Oæ0�1�&"+���'æø^;ë

L �
j ,i :=

∑tj−1
s=tj−1

L(ξs(i))
<=)&�1 ��

ξs(i) = ys − ŷs(i)
F

R � ¡ ��� ¡   ¤TS��TS�4VU�W ¡ �YXd¹'� ¡ � 7 ¶ ²[Z 7 �+  £ �_�]\ 4¢½k½DÒ�^`_@S,a ×PÏ�Ð+Î�bc&$Ð+Ï1ØaÒ�ØaÒc×+Î&Ò�Î;Ì]×)(?Ø�Ú$ÍVÍ3�Zñ
Ð+Ù,&�Ñ5ÍmÔ@Í3ñ�ò&ÍbÎ�7-Í

z
×�(�Ñ5ÍbÎ;ÌPØ�Ú

T
Ò�Î	Ø�×

k
Ô'Í�Ì+ÙUÍbÎ	Ø�Ô

zj
Ð+Î�Ö3d\ÒaØ�Ú~Ø�Ú$Í?Ð/Ô-ÔbÒNÌPÎ&ÙUÍbÎ	Ø�Ô�×�(�Ím�*&0ÍbÏ1Ø�Ô

ijØ�×KÍ!Ð�7bÚ(Ô@ÍcÌ+ÙUÍbÎ	Øfe>Ø�Ú0Í�	G��Í!ÖZñkÔ-Ú�Ð+Ï�ÍBÐ+Ñ�Ì4×+ÏbÒaØ�Ú�ÙøÔ1Ð4ØaÒÕÔ¦	AÍ�Ô

LWA(z) ≤
k+1
∑

j=1

Lzj ,ij +
lnM

ν
+

(T − k − 1)

ν
ln

1

1 − α

+k/ν

[

ln
1

α
+ ln(M − 1)

]

.
{ci$Fsh4|

g�Ú$Í�Ð/Ô-Ô�ò;Ù,&:ØaÒc×+Î0Ô?Ð�ó�×�ò�Ø
L
Ð+Î�Ö

ν
ÐPÏ!Í�Ð/Ô
('×+Ïih`jlkMm)n�k

H,)&�AM& �*!�D�!)0���0é���"m�&"+�!�5%'�,�5*D�!)&�>M0z$�'æ�Ik*!)	ç/ ��,è5"P*-*7^�"+#0�&æV"/6D{ci$Fsh4|�éP �"@<�*X<=���!)B�!)&�>�;#0ê?^��1 
"/6>�bz$.:�1 !��*

M ì ^0#0��è���«4���!)&��*��-ç/�!�5%�%@ç+*����!)&��éP �"@<=�!)T�5*mè5"+é�ç/ !���!)0êB�5%PF����Bç/è5*�"~*-�'�?�!)	ç/�m�!)&�^�"+#0�&æC�5*mæ0�1.:�1�&æ0�1�;�
"+�L"+#0 �%�)&"+�5%'�����L�!)&�?�;#0ê?^��1 �"/6A*��1éPêW�1����*
k
ç/�&æL"+�L�!)&�?�;#0ê?^��1 �"/6

�bz&ç/êB.0è5�'*
T
F�8Aë��-ç/«����0é��!)&�Zæ0�1 !��3Pç/�!��34�Z"/6G{ci$Fsh4|�<A�\M&�&æ
�!)	ç/�7�!)&�X%�)&"+�5%'�>"/6$�!)&�>*!)	ç/ �� ì α ì �!)	ç/�êB���0��êB�5*��'*��!)&�?�1 ! �"+ ����1 !ê {��!)0�� �æ[ç/�&æ26a"+#0 !�!)[���1 !êW*�"/69{ci$Fsh4|!|=�5*

α = k/(T − 1)
F,H,)&�� -ç/���

"/6\*!<=����%�)0���0éW^��1�k<A�'�1�[�@ç+%-)C�bz�.��1 !��æ0�1���1 !êB���&�'*
α ì *�"+êW�1�!��êW�'*9 ��b6a�1 ! ��'æK��"Uç+*,�!)&�BÔ*d\ÒaØM7bÚ�Ò�Î;ÌÏ!ÐPØkÍ1F?H,)&�B"+.0�!��êUç/èX%-)&"+�5%'�B"/6Z�!)&�B*!)	ç/ ���È/*!<=����%-)0���0é2 -ç/�����5*
æ0�1.:�1�&æ0�1�;��"+�x�!)&�V.0 �"+^0è5�1ê <>�

ç/ ��Vè5"�"+«;���0éCç/� ì ���
êUç'ëL ��'o�#0�� ���6�ç+*!��*!<=����%-)0���0éC"+ �*!è5"@< *!<=����%�)0���0éð{a"+ 
3Pç/ !�Õç/^0è5�W*!<=����%-)0���0é ì*��'���&�bz$��*-�'%1�!�5"+��|bF�H,)&�V%�)&"+�5%'�U"/6
α ì �!)&�1 ��b6c"+ �� k ì �5*mêUç+æ0�V��"KêB���0��êB�5*��V�!)&�Bç+%'%1#0ê?#0èÕç/���'æè5"P*�*�6c"+ ��!)&�2ç+*-*!��éP�0êW�1���W"/6��bz�.��1 !��* ì ∑k+1

j=1 L �
j ,ij

F����]�&"+���K�!)	ç/�V�!)&�(*!��y@�K"/6
α
æ$�5%1�-ç/���'*

�!)&��ç/^0��è�����ë~"/6e�!)&�9M0z$�'æ�Ik*!)	ç/ ���ç/è�é4"+ !���!)0ê ��"�*!<=����%-)~^��1�k<A�'�1�]�bz$.��1 !��*>�b�e�'%1�!��34�1è�ë:ËDêUç/«����0é
αèÕç/ !é4�1 mç/è�è5"_<�*�6a"+ =6�ç+*!���1 9*�<=����%�)0���0é]^0#0��"+�&%'�����9)	ç+*�%-)	ç/�0é4�'æC��"B�!)&�?^:�'*��9�bz�.��1 !���!)&�?è5"P*�*��'*

<=��è�è:èÕç/ !é4�1 Aæ$#&�9��"?�!)&��ç/è�è5";%@ç/�!���0éV"/6
vm
t (i) = α/M

��"?�!)&��"+�!)&�1 ,�bz$.:�1 !��*>.0 ��'æ$�5%1�!�5"+�&*A<=)0�5%�)
ç/ ��
�&"+���!)&��^:�'*!�=.��1 `6c"+ !êB���0é&FZH,)&�?"+.0.�"P*!�������5*9�! !#&��6a"+ �*-�1�!�!���0é

α
*�êUç/è�è�*!���&%'�
���2�!)0�5*�%@ç+*��

�!)&��ç/^0��è����këK��"� ��@ç+%1����"BçV%�)	ç/�0é4��<=��è�èe^:�m ��'æ$#&%'�'æ(^0#0�=<=)&�1�(���=)	ç+*�%-)	ç/�0é4�'æ(��"V�!)&�
%'"+ ! ��'%1�
�bz$.:�1 !�=�!)&�
è5"P*-*��'*=<=��è�èe^��
*!êUç/è�è5�1 @F

um*>*�)&"@<=�]���]pd��éP#0 ���i$F�g ì �!)&�m�1 ! �"+ >���1 !ê H(α, ν,M)
{��!)0�� �æKç/�&æW6c"+#0 !�!)~���1 !êW*,"/6>{ci$Fsh4|!|

���&%1 ��@ç+*��'*Z<=���!)~ç/�W���&%1 ��@ç+*��9���W�!)&��%�)&"+�5%'��"/6:�!)&�9*!<=����%�)0���0é� -ç/���
α
FDH,)&��*�êUç/è�è5�1 X�!)&�9*!<=����%-)$I

���0éW -ç/���?�!)&�
�!��éP)����1 ��!)&��^�"+#0�&æ2"/69{ci$Fsh4|bF>p0 �"+ê p7��éP#0 ���i$F�g
<>��*��'�
�N6D�!)&��*!<=����%-)0���0é~ -ç/���
α�5*=è5�'*�*,�!)	ç/�

0.01
�!)&�1�(�!)&�?�b���'%1��"/6d�!)&���1 ! �"+ =���1 !ê

H(α, ν,M)
�5*�%'"+êB.	ç/ -ç/^0è5� �m��"Wç/�Cç'3;I

�1 -ç/é4��%1#0ê�#0èÕç/�!��34��è5"P*�*?{ 1
T

∑k+1
j=1 L �

j ,ij

|A"/6
0.01

{
(H(α, ν,M) = 10)/T

|=���(�!)&��%@ç+*���<=)&�1 ��

�)���������������������G(C�%����(*��� L I���/'��"
�)���)/�� ��#6oT��$J;¯/�� µ2?s¬ "0����('�H���%�����p;%���32���#H���%�.�)F2I-�)/���"
�*#����E���*()������# ?
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T = 1000
FW���
ç/.0.��@ç/ �*
�!)	ç/�
�!)&�B^�"+#0�&æT"/6�{ci$Fsh4|��5*�êW"+ ��Uç/.0.0 �"+.0 !�Õç/���V6c"+ 
<=)&�1�

T
ç/�&æ

αç/ ���*!êUç/è�è�F
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−2
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−1
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α (=k/T)

H
(α

,ν
,M

)

M=2
M=10
M=50

ù\úÕû�ü�ý1þ ������� KJ3����Á��"§����!¼!)� ����� � !)� � ��" 68��'��+;
(6.9)

©
H(α, ν, M) = (T−k−1)

ν
ln 1

1−α
+

k
ν

[

ln 1
α

+ ln(M − 1)
] I !)��

'8
<����!L
����H� *��������]������!

α = k/T E£X �+!£�Z'��76�!)�Y��"#!)=.28!/�
��
B�#��
 I ��� �H!&;"$� ���
M = 2, 10, 50

©(���H�������+!<3�!/�����+�H���>����� !-
�!0�����
ν = 10

���+;\�Z'��76�!)����"5!)=����>2�3�!/

T = 1000 E

���
Ó uOÂ�Çwv a�Ç\��x�Ä�Â[`=��ÇÉÂ��-ÇD�5`=����ÂGÖ
���S*-"+êW�]"+�0è����&�Kè5�@ç/ !�0���0éT.0 �"+^0è5�1êW*W�!)&�("+.0�!��êUç/è�*!)	ç/ ��KêUç'ëð�&"+�B^:�K%'"+�&*!�-ç/�;�W"@34�1 Uç/è�è

T�bz&ç/êB.0è5�'*@FÉH�"Rç+*�*!#0êW�x�!)&�T"+.0�!��êUç/è�*�)	ç/ ��x�5*(%'"+�&*!�-ç/���2���(ê�#&*!�KM& �*!�(^��Tç+*�*!#0êW�'æ �!)	ç/�
�!)&�[^:�'*!�]�'o�#	ç/è���y@�1 �{a�bz$.:�1 !��|WêB�Nz$�!#0 ��L*�<=����%�)0���0éS -ç/���C�5*K%'"+�&*!�-ç/�;�@FÀH,)0�5*Kç+*-*!#0êB.0�!�5"+�î"/6
çT%'"+�&*!�-ç/�;�~*!<=����%-)0���0éð*��'�1êW*Wè���êB���!���0é�yóÝ\34�1�ó�N6m�!)&�C"+.0�!��êUç/è�%�)&"+�5%'�["/6m�!)&�[*!)	ç/ ���{

α
|��5*

%'"+�&*!�-ç/�;���!)&�1 ���ç/ ��
*!�!��è�è��!)&���5*�*!#&�
"/6\æ0�1���1 !êB���0���0éU�������Cç/�C"+�0è����&�?*��1�!�!���0é&F
p0 �"+ê �!)&�2æ$�5*�%1#&*�*!�5"+�ó"/6m�!)&�(.0 ��13��5"+#&*W*��'%1�!�5"+�l<>�(«��&"@< �!)	ç/�UçxèÕç/ !é4�1 U*!)	ç/ ��K6c"+ B�!)&�

M0z0�'æ�Ik*!)	ç/ ���ç/è�é4"+ !���!)0ê )	ç+*X�!)&���! -ç+æ0�bIk"/�C"/6�6�ç+*!���1 Z*!.��'�'æW"/6��! -ç/�&*!���!�5"+�U^��1�k<A�'�1�]�bz$.��1 !��*X^0#0�
<=���!)O%'"P*!�B"/6�æ$�5*!�! !��^0#0�!���0éTêW"+ ��]<>�1��éP);�Uç/êW"+�0é4*!�Uç/è�èA�!)&�]�bz$.��1 !��*@FTH,)0�5*V�! -ç+æ0�bIk"/�ó�5*V"+�&�
ç+æ$3Pç/���-ç/é4�
"/6�^��1���0éWç/^0è5����"�3Pç/ !ëW�!)&�m3+ç/è�#&��"/6��!)&��*!)	ç/ ��V{

α
|bF	Ämç@3;���0éWç�)0��éP)&�1 =%�)&"+�5%'�
"/6

α<=)&�1�(�!)&�m�5æ0�@ç/èeêB�Nz��!#0 ��
"/6d�bz�.��1 !��*=%�)	ç/�0é4�'*��1�	ç/^0è5�'*�ç�6�ç+*!���1 ,�! -ç/�&*!���!�5"+�(��"Wç/.0.0 �"@z���êUç/���1è�ë
�!)&��%'"+ ! ��'%1�
êB�Nz��!#0 ��PF>óm#0 !���0éK�!)&��.��1 !�5"�æ0*�<=)&�1 ����!)&���5æ0�@ç/èDêB�Nz��!#0 ����5*�%'"+�&*!�-ç/����)	ç@3;���0é2ç
è5"@<A�1 9*!)	ç/ ��B{

α
|>è5�@ç+æ0*,��"�è5�'*�*,<A�1��éP)���ç/è�è5"�%@ç/���'æK#0�0�N6c"+ !êBè�ë~��"Bç/è�è��!)&�
�bz�.��1 !��* ì ç/�&æ]êW"+ �����"�!)&���5æ0�@ç/è:êB�Nz$�!#0 ���"/67�bz$.:�1 !��*@FD���]�'o;#	ç/è���y_ç/�!�5"+�(���,*��'�1êW*,%1è5�@ç/ A�!)	ç/�A�N67�1���!)&�1 ,�!)&�m%�)	ç/�0�&�1èG"+ 

�&"+�5*��Vç/ ����!��êW��3Pç/ !�Õç/�����!)&�1�x^��1���0é(ç/^0è5����"~�!#0�&���!)&��*�)	ç/ ���<A"+#0è5æx�1�	ç/^0è5��^��1�!���1 ��! -ç+%�«����0é
"/6>�!)&�B%'"+ ! ��'%1���'o�#	ç/è���y@�1 �êW"�æ0�1è�FWQ��&�V ��@ç+*�"+�T�!)	ç/���!#0�0���0é(�!)&�B*!)	ç/ ��V�5*�^:�1�!���1 
�5*�^��'%@ç/#&*��
<>��æ0"��&"+�A«;�&"_<nç�.0 !�5"+ !��<=)0�5%-)]*!)	ç/ ��9�5*XêW"P*!�,ç/.0.0 �"+.0 !�Õç/���
ç/�Aç
éP��34�1�~.:"+���;�>���~�!��êW�PF\Ý\34�1�
<=)&�1�R�!)&�2%-)	ç/�0�&�1è��5*W*!�-ç/�!�5"+�	ç/ !ëS�!)&�(�5æ0�@ç/è9êB�Nz��!#0 ��2"/6
�'o;#	ç/è���y@�1 �*W<=��è�è=êW"+ ��(�!)	ç/�Rè���«4�1è�ë
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�]�����	�+���_�7  4sö M0z0�'æ�Ik*!)	ç/ ��
)0�5�1 -ç/ �%-)�ë5 ¡�¢G£ ��� ¡&¤ uÆ�bz0ç/êB.0è5��*-�'o�#&�1�&%'�
z = (( § 1, y1), . . . , ( § T , yT ))

F5 ¡�¢G£ ��� ¡&¤ ÝZç+%-)L�bz$.:�1 !�
i = 1, . . . ,M

)	ç'3����0éU#0.�æ&ç/���� !#0è5� Li
ç/�&æ[ç+*-*�";%1�Õç/���'æ2.	ç/ -ç/êW�1���1 �*

¯
i
F5 ¡�¢G£ ��� ¡&¤ �G"P*�*�6�#0�&%1�!�5"+�

L(·) <=)&�1 �� L : R → R
F5 ¡�¢G£ ��� ¡&¤ pd�Nz$�'æ�Ik*�)	ç/ ��Kç/è�é4"+ !���!)0êW*

j = 1, . . . ,K
<=���!)O�bz$.:�1 !��<>�1��éP);��*

i = 1, . . . ,M
ç/�

�����1 -ç/�!�5"+�
t
"/6

vm
t,j(i)

ç/�&æK6a -ç+%1�!�5"+�
0 ≤ αj < 1

"/6d��"+�-ç/èG<A�1��éP)��@F
¬�­ �k�0���!�Õç/è��5*-�PË

v1,j(i) := 1/M
6a"+ 

i = 1, . . . ,M
ç/�&æ

j = 1, . . . ,K®'­ �k�0���!�Õç/è��5*-�PË
h1,j := 1/K

6c"+ 
j = 1, . . . ,K°@­ �k�0���!�Õç/è��5*-�PË

w1,i(j) := 0
6a"+ 

i = 1, . . . ,M
ç/�&æ

j = 1, . . . , d³ ­,± ���
t = 1

��"
T ² �´'­ ± ���

i = 1
��"

M ² �µ@­
(
¯

t+1,i, ξt(i), ŷt(i)) := Li(
¯

t,i, § t, yt)·'­ ¡;¶ ² ± �	�¸@­ ± ���
j = 1

��"
K ² �º@­ ± ���

i = 1
��"

M ² �¬!»@­
vm
t,j(i) := vt,j(i)/

∑M
c=1 vt,j(c)¬b¬�­

v′t,j(i) := vt,j(i) exp(−νL(ξt(i)))¬�®'­ ¡;¶ ² ± �	�¬!°@­
ξm
t,j := yt − ŷm

t,j

<=)&�1 ��
ŷm

t,j :=
∑M

c=1 vm
t,j(c)ŷt(c)¬ ³ ­ ± ���

i = 1
��"

M ² �¬�´'­
vt+1,j(i) := (1 − αj)v

′
t,j(i) +

αj

(M−1) (
∑M

c=1 v′t,j(c) − v′t,j(i))¬!µ@­ ¡;¶ ² ± �	�¬�·'­ ¡;¶ ² ± �	�¬!¸@­ ± ���
j = 1

��"
K ² �¬!º@­

hm
t,j := ht,j/

∑K
c=1 ht,c®�»@­

h′
t,j := ht,j exp(−νL(ξm

t,j))®@¬�­ ¡;¶ ² ± �	�®b®'­ ± ���
j = 1

��"
K ² �®�°@­

ht+1,j := (1 − αh)h′
t,j + αh

(K−1) (
∑K

c=1 h′
t,c − h′

t,j)® ³ ­ ¡;¶ ² ± �	�®b´'­  ��1�!#0 !�
ŷh

t :=
∑K

j=1 hm
t,j ŷ

m
t,j®�µ@­ ¡;¶ ² ± �	�

%�)	ç/�0é4�[<=)&�1�ó%'"+�&*��5æ0�1 !���0éõ�'o;#	ç/è���y@�1 �*U<=���!)næ$�N���1 ��1�;�~.	ç/ -ç/êW�1���1 K*��1�!�!���0é4*@F ���W�5*W#0�0è���«4�1è�ë
�!)	ç/�K�!)&�[*�<=����%�)0���0éS^:�1��<>�'�1�î�!)&�'*��L�'o;#	ç/è���y@�1 �*K<=��è�è�^��[%'"+�&*��-ç/���]6a"+ ]�!)&�L�1���!�� ��L�! -ç/���0���0é
*��'o;#&�1�&%'�PF~���T6�ç+%1���!)&�W*!<=����%-)0���0é[êUç@ë�*!��"+.ðç/�?*-"+êW�B.:"+���;�?�����!��êW�PFK�����!)&�W�'o;#	ç/è���y_ç/�!�5"+�
*�%'�1�	ç/ !�5"P*=.0 ��'*-�1�����'æ2���[}��'%1�!�5"+�Li$FsiV�!)&�
*!)	ç/ ���<=)0�5%�)[êB���0��êB�5*��'*=�!)&��%1#0ê�#0èÕç/���'æ2è5"P*�*="/6D�!)&�
M0z0�'æ�Ik*!)	ç/ ��?ç/è�é4"+ !���!)0êö���(.0 -ç+%1�!�5*-�
�5*=�&"+�9%'"+�&*!�-ç/�;�@F

H,)&�S.�"P*�*!��^0��è�����ë¥"/6Kçó3Pç/ !ë;���0éò*�)	ç/ ��ðêW"+�!��3Pç/���'*T�!)&�b	��;Í!ÖZñ�Ô�Ú�Ð+Ï�ÍSÚ;ÒcÍbÏ!Ð+Ï�7bÚlbO"/6]u�è�é4"/I
 !���!)0ê g@t$Fîu9è�é4"+ !���!)0ê g@t�%'"+�&*!�5*���*~"/6

K
M0z0�'æ�Ik*!)	ç/ ��Lç/è�é4"+ !���!)0êW* ì �@ç+%�)n<=���!)nç�æ$�N���1 ��1�;�
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*!)	ç/ ��
αj
<=)&�1 ��

j = 1, . . . ,K
F~uÊ��<>"Cè5�134�1èZ)0�5�1 -ç/ �%�);ëT�5*
6c"+ !êW�'æT<=)&�1 ��~ç/�?�!)&�B��"+.�è5�134�1è

ç/�Cç+æ0æ$���!�5"+�	ç/èeM0z0�'æ�Ik*!)	ç/ ��?ç/è�é4"+ !���!)0ê©�! -ç+%-«�*��!)&�mM0z$�'æ�Ik*!)	ç/ ���ç/è�é4"+ !���!)0ê <=���!)(�!)&��^:�'*��A.��1 `I
6c"+ !êB���0éU*!)	ç/ ��PFZH,)&��M0z$�'æ�Ik*�)	ç/ ��
)0�5�1 -ç/ �%�);ëC"/6Du�è�é4"+ !���!)0ê�g@tB.:�1 `6c"+ !êW*=�!)&�
6c"+è�è5"@<=���0é]*!���1.&*
ç/�������1 -ç/�!�5"+�

t
Ë��@ç+%-)ð�bz$.:�1 !�~{a�'o;#	ç/è���y@�1 �|

i = 1, . . . ,M
�5*
.0 ��'*��1�;���'æ�<=���!)õç/�����&*!�-ç/�&%'� § t ì#0.�æ&ç/���'*�����*�.	ç/ -ç/êW�1���1 �*C{�#0.�æ&ç/�!���0éT"/69.	ç/ -ç/êW�1���1 �*VêUç'ëð�&"+�V^:�~�&�'%'�'*�*-ç/ !ëðç+*��!)&�K�bz$.:�1 !�

êW"�æ0�1è5*?%@ç/��^���M0z0�'æ	|�ç/�&æTêUç/«4�'*VçK.0 ��'æ$�5%1�!�5"+�
ŷt(i)

{�è����&�~i4| í 6a"+ ��@ç+%�)�M0z0�'æ�Ik*!)	ç/ ��]ç/è�é4"/I !���!)0ê
j
<=���!)~*�)	ç/ ��

αj ì �!)&�9<>�1��éP);��*,ç/�&æU�!)&��è5"P*�*!I�^	ç+*��'æB<>�1��éP);�,#0.:æ&ç/���mç/ ���æ0�1���1 !êB���&�'æ~6a"+ �@ç+%�)L�bz�.��1 !��{�è����&�'*�g@tWç/�&æ�gPg ì  ��'*!.:�'%1�!��34�1è�ë&| í �!)&�
 ��'*!�5æ$#	ç/èdç/�&æC.0 ��'æ$�5%1�!�5"+�Lç/ ��?�!)&�1�[%@ç/è5%1#$IèÕç/���'æ(6c"+ 9�@ç+%-)CM0z0�'æ�Ik*!)	ç/ ���ç/è�é4"+ !���!)0ê
j
{�è����&�Ug@v4| í <A�1��éP)���*m6c"+ �ç/è�è M

�bz$.:�1 !��*mç/ ���#0.�æ&ç/���'æ
ç+%'%'"+ �æ$���0éK��"U�!)&��M0z$�'æ�Ik*�)	ç/ ���#0.�æ&ç/����"/6�{ci$Fsï4|?{�è����&�]g@ô4| í ç/���!)&����"+.[è5�134�1èd�!)&��<>�1��éP)���* hm

t,jç+*�*�"�%1�Õç/���'æW<=���!)K*!)	ç/ ��'*
j = 1, . . . ,K

ç/ ��9#0.:æ&ç/���'æKç+%'%'"+ �æ$���0é���"��!)&�=M0z0�'æ�Ik*!)	ç/ ���ç/è�é4"+ !���!)0ê
{�è����&�'*Wg@ïK��"2r/Û;| í �!)&�V)0�5�1 -ç/ �%�);ë:��*�.0 ��'æ$�5%1�!�5"+� ŷh

t

�5*
�!)&�1�� ��1�!#0 !�&�'æeFWH,)&�1 ��W�5*�ç(*!���0éPè5�Vè����&�
ç/è����1 !�	ç/�!��34����"��!)&�=*!���1.&*X"/6eè����&�'*�g@v�ç/�&æWrPô
"/6eu�è�é4"+ !���!)0ê g@tm���Uæ0�1���1 !êB���0���0é��!)&�=.0 ��'æ$�5%1�!�5"+�
ŷh

t

F.�e���&�'*?g@vBç/�&æCrPôV"/6\u�è�é4"+ !���!)0ê�g@tV%@ç/�2^��� ��'æ$#&%'�'æ2��"

ŷh
t :=

M
∑

c=1

vh
t (c)ŷt(c),

{ci$F�g@t4|

<=)&�1 ��
�!)&���bz$.��1 !�=<>�1��éP)��m"/6D�bz$.��1 !�
c ∈ {1, . . . ,M} �5*

vh
t (c) :=

K
∑

j=1

hm
t,jv

m
t,j(c),

{ci$F�gPg_|

ç/�&æ
ŷt(c)

�5*=�!)&�
.0 ��'æ$�5%1�!�5"+�["/6\�bz$.:�1 !�?{a�'o;#	ç/è���y@�1 �|
c
F

H,)&�(*!�-ç/�!�5%K%@ç+*��K"/6�u9è�é4"+ !���!)0êñg@t ì �!)	ç/���5*WçL*!���0éPè5�K*!<=����%-)0���0é� -ç/���K�5* αj
�5*��!)&�K^��'*!�

6c"+ �ç/è�è
T
%@ç/�õ^��V6a"+#0�&æ�^�ë�*��1�!�!���0é

αh = 0
F �G�@ç/ !�0���0éTç2*!���0éPè5�~"+.0�!��êUç/èA*!)	ç/ ��[{

αh = 0
|

<Aç+*9����34�'*!�!��é�ç/���'æC���2Y["+�;���1è5�'"+�0�dç/�&æ ý�çPç/«�«4"+èÕç2fsrPtPt/Û+j7^0#0� ì ç+*,<>�
)	ç@34�?æ$�5*�%1#&*-*��'æ ì çV*!���0éPè5�*!)	ç/ ��UêUç'ë��&"+��^:�~"+.0�!��êUç/èA"_34�1 ��!)&�~�1���!�� ��]�! !�Õç/è>*��'o;#&�1�&%'�x{��!)0�5*?�5*�æ0�1êW"+�&*!�! -ç/���'æõ�����!)&�
�bz$.:�1 !��êW�1�;��*9"/6Z}��'%1�!�5"+�[i$F:ÉP|bF

H,)&�(ç+æ0æ$���!�5"+�	ç/è=%'"+êB.0#0�-ç/�!�5"+�&*B ��'o;#0�� ��'æð��"[.��1 `6a"+ !ê �@ç+%�)SM0z0�'æ�Ik*!)	ç/ ��Kç/è�é4"+ !���!)0ê ì �!)&�è5"P*�*`I�^	ç+*-�'æB<>�1��éP);�A#0.�æ&ç/����{�è����&��g@t?ç/�&æ[gPg�"/6Gu9è�é4"+ !���!)0êÅg@t4| ì ç/�&æWM0z$�'æ�Ik*�)	ç/ ���#0.�æ&ç/����{�è����&�g@ô("/6=u9è�é4"+ !���!)0ê g@t4|m�5*
O(M)

.:�1 ?�����1 -ç/�!�5"+�GFUH,)&�B�;#0ê?^��1 �"/6�ç/ !���!)0êW�1�!�5%U"+.��1 -ç/�!�5"+�&*�6c"+ 
�!)&�m.0 �"+.:"P*-�'æ]�'o;#	ç/è���y@�1 =*!ë$*!���1ê "/6Du9è�é4"+ !���!)0ê g@t��5*

O(KMd)
.��1 ,�����1 -ç/�!�5"+�GFXH,)0�5*,��#0ê�^:�1 

"/6?"+.��1 -ç/�!�5"+�&*~<,ç+*Kæ0�1���1 !êB���&�'æ #&*!���0éð�!)&�xç+æ&ç/.0�!��34�x�'o�#	ç/è���y@�1 �*K"/6<�GYT}óç/�&æóuGË�q ì ç/�&æ%'"+#0���!���0éC�!)&�B�bz�.�"+�&�1���!�Õç/�!�5"+�&*�ç+*A¼ #&*!��"+�&�PF�H,)&�Vè5"@< %'"+êB.0#0�-ç/�!�5"+�	ç/èZ%'"P*!��"/6>êW"P*���"/6>�!)&�
êW�1�!)&"�æ0*m6a"+ 
ç+æ&ç/.0�!��34�B�'o�#	ç/è���y_ç/�!�5"+�TêUç/«4�'*��!)&�Bç+æ0æ$���!�5"+�	ç/èX%'"+êB.0#0�-ç/�!�5"+��"/6,u9è�é4"+ !���!)0êÜg@t
�5*=�&"+����"�"V.0 �"+)0��^0���!��34�PF

���*à z[�3a
Ç\�cx�Ä	Â\`=��Ç Â���ÇD��`=���:ÂGÖ|{]
������
�����!)0�5*\*��'%1�!�5"+�Wç
÷A"+ �"+è�èÕç/ !ë?��"�H,)&�'"+ ��1êÊi$Fsv$F�gA�5*D.0 ��'*��1�;���'æV�!)	ç/�déP��34�'*D�!)&�=ç+%'%1#0ê�#0èÕç/���'æBè5"P*�*
^�"+#0�&æ]6a"+ =�!)&��M0z0�'æ�Ik*!)	ç/ ��
)0�5�1 -ç/ �%-)�ë2"/6\u9è�é4"+ !���!)0ê�g@t$FX8,�b6a"+ ���.0 ��'*��1�;�!���0éK÷A"+ �"+è�èÕç/ !ë2i$Fsô$F�g



Å�õ ÷$à/e+c û;���$�x�a���,+��-�@� a,ë f+eJ���xì+��à

<>�� ��bI������1 -ç/���
�!)&�
*��1�!�!���0éU"/6Du9è�é4"+ !���!)0êwg@t$FZH,)&�mM0z$�'æ�Ik*!)	ç/ ���)0�5�1 -ç/ �%�)�ëCç/è�é4"+ !���!)0ê %'"+�&*!�5*!��*
"/6

M
�bz$.��1 !��*�ç/�&æ

K
M0z$�'æ�Ik*�)	ç/ ��Wç/è�é4"+ !���!)0êW*@F?ÝZç+%-)xM0z$�'æ�Ik*�)	ç/ ��Wç/è�é4"+ !���!)0ê

j = 1, . . . ,K)	ç+*
çUM0z$�'æ
kj
{a"+ 

αj = kj/T
|9<=���!)x�!)&���! !�Õç/è\*��'o;#&�1�&%'��)	ç'3����0éCç/�Tç+*-*�";%1�Õç/���'æL*��1éPêW�1�;�-çJI
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ÒUõ ÷$à/e+c û;���$�x�a���,+��-�@� a,ë f+eJ���xì+��à

�T¯:�#¯k® �G¿�¾�]��Tµ�²�»��r���áÂ�º.¶UÙ
��ÂZµM��¶�Â

H,)&�(�&�bz$�U�bz$.:�1 !��êW�1�;�U���'*!��*U�!)&�(�5æ0�@çT"/6�%�)&"�"P*!���0é��!)&�(êW"P*��~ç/.0.0 �"+.0 !�Õç/���[*����1.$Ik*!��y@�(<=���!)
çÀêB�Nz$�!#0 ��ò"/6��GYT}øç/è�é4"+ !���!)0êW*R6c"+ óçª*��-ç/�!�5"+�	ç/ !ëÉ%-)	ç/�0�&�1èC���©�!)&�¨.0 ��'*��1�&%'�ò"/6�ç+æ0æ$�NI
�!��34�ð�&"+�5*��PF H,)&�ð*!�-ç/�!�5"+�	ç/ !ëÆ%�)	ç/�0�&�1èV#&*��'æ¥<Aç+*[6a �"+ê f�E\ �"4ç/«��5* ì rPtPt$g ì .	ç/é4�õiPv$gbj 7 =

(0.04,−0.05, 0.07,−0.21, 0.72, 0.36, 0, 0.21, 0.03, 0.07)
F H,)&�L�! -ç/���0���0éRæ&ç/�-çõ<,ç+*Ké4�1�$I

�1 -ç/���'æ�6� �"+ê çK^0���	ç/ !ë�*��'o;#&�1�&%'�[{a8,E>}�ÿ?|
M&è����1 ��'æ�^;ë 7 ì <=���!)õy@�1 �"2êW�@ç/�Rq
ç/#&*�*��Õç/���&"+�5*��ç/�&æT3Pç/ !�Õç/�&%'�
σn =

√
10−3

F~H,)&�VM0z$�'æ�Ik*�)	ç/ ��B)0�5�1 -ç/ �%�);ë�"/6�u9è�é4"+ !���!)0ê g@tK<Aç+*?#&*��'æT<=���!)
6c"+#0 7���&æ0�1.��1�&æ0�1���!è�ë� !#0� �GYT}�ç/è�é4"+ !���!)0êW*D<=���!)�*!���1.V*!��y@�'* ì η = 0.005, 0.01, 0.02, 0.04

F,ÝZç+%�)�GYT}(ç/è�é4"+ !���!)0ê©)	ç+æCçB<>�1��éP)���34�'%1��"+ 9"+ 9�'o;#	ç/è���y@�1 9"/6Dè5�1�0éP�!)
d = 31

F
u %'"+êB.	ç/ !�5*�"+�n<Aç+*~êUç+æ0�[^:�1��<>�'�1�n�!)&�[pX}�Ä ç/è�é4"+ !���!)0êW*K<=���!)l�!)&�C3+ç/ !�5"+#&*¨òZç/ !�Õç/^0è5�

};���1.$Ik*!��y@� �GYx}l{ ò
}¢��Yx}0|?ç/è�é4"+ !���!)0êW*�æ$�5*�%1#&*-*��'æT���ðu��0é[ç/�&æðp	ç/ !)	ç/�0é+Ik8,"+ �"+#+¼`�1�;ëófsrPtPt$gbj ì<=���!)U�!)&�m�bz0%'�1.0�!�5"+�~"/6G�!)&�9Yxç/�!)&�1<�*,ç/è�é4"+ !���!)0ê ì *����&%'�9u��0é�ç/�&æUp�ç/ !)	ç/�0é+Ik8A"+ �"+#+¼!�1��ëxfsrPtPt$gbj ��1.�"+ !���'æT^:�1�!���1 
���'*����1 ! �"+ ? ��'*!#0è���*�<=���!)��!)&�B8,�1��34�1�0�5*!���~ç/è�é4"+ !���!)0êW*@FB�k�T�1�&æ0�@ç@34"+#0 !���0éC��"
M&�&æ(^��'*!��"/67�!)&�£ò
}¢�GYT}(ç/è�é4"+ !���!)0êW*93+ç/ !�5"+#&*�*-�1�!�!���0é4*9"/6D�!)&��.	ç/ -ç/êW�1���1 

ρ
�

1 × 10−4, 1 ×
10−5, 1 × 10−6, 1 × 10−7 <>�1 ��U�! !�5�'æó{ ρ ç+*�æ0�bM&�&�'æ����ó{ci$F�g@v4|!|bF]H,)&�B���0���!�Õç/èA*!���1.$Ik*!��y@�'*
6c"+ �!)&�
3Pç/ !�5"+#&*Bò�}¢�GYx}2ç/è�é4"+ !���!)0êW*�<>�1 ��?*��1��ç/�=�!)&�
èÕç/ !é4�'*!��*!���1.$Ik*!��y@�
"/6D�!)&�Ä�GYT}Kç/è�é4"+ !���!)0êW*
{
0.04

|bFõu�è�è=�!)&�§ò
}¢��Yx}Sç/è�é4"+ !���!)0êW*U ��'o�#0�� ��'æS)	ç/ �æSè���êB���!���0é�"/6m�!)&�1�� U*!���1.$Ik*!��y@�'*Wç/�B�@ç+%�)
�����1 -ç/�!�5"+�K��"�êUç/���;�-ç/���K*��-ç/^0��è����këU"/6G�!)&��ç/è�é4"+ !���!)0ê2FX���Z<Aç+*=ç/è5*�"�6a"+#0�&æU6c"+ 

ρ ≥ 1× 10−4 �!)	ç/��!)&�U*����1.$Ik*!��y@�'*�%'"+#0è5æ�^:�'%'"+êW�U�&�1é�ç/�!��34� ì  ��'o�#0�� !���0é[�!)&�U*!���1.$Ik*���y@�W��"2^��W*��1�?��"2y@�1 �"0F(u96����1 %'"+êB.	ç/ !���0éLç/è�è\�!)&�Mò
}¢�GYT}Tç/è�é4"+ !���!)0êW*?���
<Aç+*
6c"+#0�&æT�!)	ç/���!)&�Vè����&�@ç/ ?#0.:æ&ç/���W8,�1�;34�1�0�5*!���
ç/è�é4"+ !���!)0ê {�6c"+ �*!)&"+ !�98,�1�;34�1�0�5*!���4{�� ì %_|!|�)	ç+æK�!)&�
^:�'*��,M&�	ç/è�Yx}�Ýl<=���!) ρ = 1 × 10−4 F

H,)&�U ��'*!#0è���*?"/6�pd��éP#0 ��'*�i$Fsið{cç4|
ç/�&æó{�^�|��'*�.:�'%1�Õç/è�è�ëx��è�è�#&*!�! -ç/���U�!)&�U�b�e�'%1�!��34�1�&�'*�*?"/6=�!)&�
pX}�Ä¥ç/è�é4"+ !���!)0ê ���(�! -ç+%�«����0éW�!)&��3+ç/è�#&�
"/6

η
6c"+ ,�!)&�õ�GYx}Kç/è�é4"+ !���!)0ê <=���!)(�!)&��è5"@<A�'*!�9YT}�Ý�F

���U*-�'�B���ðpd��éP#0 ��~i$Fsið{�^�|��!)	ç/��p\}�Ä éP -ç+æ$#	ç/è�è�ë��! -ç+%-«�*Vç+*�����%'"+��34�1 !é4�'*��!)&�U*!êUç/è�è5�1 �*!���1.$I
*!��y@�'*�6� �"+ê

η = 0.04 ì ��" η = 0.02 ì ç/�&æ2M&�	ç/è�è�ë(��" η = 0.01 ì ^�ëKêUç/«����0éU�!)&�?�bz$.��1 !�9<>�1��éP);�ç+*�*�"�%1�Õç/���'æ2<=���!)[�!)	ç/��è5�@ç/ !�0���0é] -ç/���?%1è5"P*-�1 9��"U"+�&�PF9p0 �"+ê pd��éP#0 ���i$Fsi[{aæ	|=<>�?*-�'���!)&�?�b�e�'%1�
αh

{��!)&�
*�)	ç/ ���^:�1��<>�'�1�2���&æ$��3��5æ$#	ç/è�M0z$�'æ�Ik*�)	ç/ ���ç/è�é4"+ !���!)0êW*�|A)	ç+*="+�(�!)&�
YT}�ÝO.:�1 `6c"+ !êUç/�&%'�
"/6
�!)&�CpX}�Ä ç/è�é4"+ !���!)0ê2Fòp&"+ 

αh = 0.1
�!)&�[Yx}�Ý .��1 `6a"+ !êUç/�&%'�[<Aç+*~^:�1�!���1 ~#0.l��"õrPtPtPt

�����1 -ç/�!�5"+�&*
%'"+êB.	ç/ ��'æL��"~*-�1�!�!���0é
αh = 0

F�H,)0�5*m�5*�*!#0.0.�"+ !���'æC^;ë2�!)&��pd��éP#0 ��Bi$FsiL{�^�|=<=)0�5%-)
*!)&"_<�*?�!)	ç/��<=���!)

αh = 0.1
�!)&�1 ��~ç/ ��U%1è5�@ç/ ��1 ��! -ç/�&*!���!�5"+�&*�^:�1��<>�'�1�õ�!)&�Uæ$�N�e�1 ��1���?è5�@ç/ !�0���0é

 -ç/���'*=%'"+êB.	ç/ ��'æ(��"
αh = 0

F\pd��éP#0 ��'*9i$FsiK{a%_|,ç/�&æx{�6b|>*!)&"_<î�!)	ç/�,�!)&�
p\}�ÄÆç/è�é4"+ !���!)0ê©è���«4�m���
�!)&�,ê?#0è��!��.	ç/�!)]�bz�.��1 !��êW�1���ZêUç/«4�'*Zç�%'"+êB.0 �"+êB�5*��=^��1�k<A�'�1�W�!)&�=*!.��'�'æB"/6��! -ç/�&*!���!�5"+�W^��1�k<A�'�1�
�!)&�m�bz�.��1 !��*=ç/�&æ~�!)&��<>�1��éP);�9ç+*�*!��éP�&�'æ]��"��!)&�YÇk^��'*!�)
9�bz$.:�1 !�@F.��";"+«����0éVç/�=pd��éP#0 ���i$Fsi]{a�_|X�!)&�
.��1 `6a"+ !êUç/�&%'�K���O�!)0�5*B�bz$.:�1 !��êW�1�;�B<=���!)

αh = 0
�5*B*���êB��èÕç/ B��"[�!)&�Kê�#0è��!��.	ç/�!)l�bz$.:�1 !��êW�1�;�

"/6?}��'%1�!�5"+�ni$F:É�F�gPFlH,)&�[pX}�Ä ç/è�é4"+ !���!)0ê <=���!)
αh = 0

è5";%-«4�'æR"+����"���"T�!)&�(èÕç/ !é4�'*!�~*!)	ç/ ��
æ$#&����"U����*m*!�-ç/�!�5%��bz�.��1 !��#0.�æ&ç/��� ì ç/�&æC��"�"+«[çBè5"+�0é]�!��êW����"U%-)	ç/�0é4����"~�!)&��^:�1�!���1 �*!)	ç/ ���"/6
0.01

F9����ç/è5*�"W�&"+�����!)	ç/���!)&��pX}�Ä ç/è�é4"+ !���!)0ê .��1 `6c"+ !êUç/�&%'�?<,ç+*��&"+�mo�#0�����Vç+*�é4"�"�æ[ç+*��!)&�
8,�1��34�1�0�5*!���4{�� ì %_|�ç/è�é4"+ !���!)0ê ì ç/è��!)&"+#0éP)����
)	ç+æx�!)&�Wç+æ$3+ç/�;�-ç/é4�W"/6>�&"+�
 ��'o;#0�� !���0é2�!)&�V�!#0�0���0é"/6Xç/�[ç+æ0æ$���!�5"+�	ç/èG.	ç/ -ç/êW�1���1 

ρ
F
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��!&;7����!ÉU�?k� @ P¦t F 2�!)��"$��� �����+*)!1*)���>2+��� ����� � t.� ��3������ �H����� ?
αh =

0.1 @ ���:� �Îl�P¨t ��3��������H���+�ì���H��� I ��������'8
[

��!/2.�d
�� ê !/
 η
���+;��WlDP¦t ��3H����� �:� ����
 O !)� I !/���4
�� !�?�PÊ© * @���8; O !)� I !/����

��!(?�lQ© * @�¡ ?$6 @ !0=.2�!)���[�#!)�����(� 


vh
t (m)

?k��2�2�3���!/;Û� �³!/��*�� l�P¦t 2���!&;.�4* �������
ŷt(m)

"$���
m = 1, . . . , M = 4 @�¡ ?�* @ P¦t F 2�!)��"$��� �����+*)![��" � t.�Ð���:� �

αh = 0.1
© � t.�Ð���:� �

αh = 0
©Q���+;

O !)� I !/���4
�� !�?�lQ© * @�¡ ?k; @p� t.� �1!/�H���(�
hm

t,j

"$���
j = 1, . . . , K = 4 E

�T¯:�#¯$Ú ����� Ù	¿8µ�¹J¿ Ù	¾�¿�¾�^Ã¶�º.¶U¿+Â³Â(¶�´
¶k]�º�µ�¹Q²
���[�!)0�5*
*��'%1�!�5"+�x<A�Bæ0�1êW"+�&*!�! -ç/���V�!)&�V#&*���"/6Au�è�é4"+ !���!)0ê g@tU���x�! -ç+%-«;���0é(�!)&��.0 !�5"+ �.	ç/ -ç/êW�bI
���1 �*?"/6=�!)&�~uAË
q©ç/è�é4"+ !���!)0ê <=)&�1���!)&�W%-)	ç/�0�&�1è>�5*�*!.	ç/ �*�� ì ç+*?æ$�5*�%1#&*-*��'æ����õ}��'%1�!�5"+�Oi$Fsi$F Û&F����%'"+�&*!�5æ0�1 ��!)&��*!.��'%1�NM	%?%@ç+*���"/6X�!)&��uAË
qÊç/è�é4"+ !���!)0êÅ#&*!���0é~�!)&�?���;34�1 �*���.:"_<>�1 mèÕç'<À.0 !�5"+ 
φ(wt,i) = (1/(wβ

t,i + ζ))
<=���!)

ζ = 0.1, 0.3
ç/�&æ

β = 0.125, 0.5
Fðu©*�.	ç/ �*��~%-)	ç/�0�&�1è=<Aç+*

%1 ��@ç/���'æx<=���!)�ç]è5�1�0éP�!)�"/6
L = 15

F�H,)&�B%�)	ç/�0�&�1èZ)	ç+æ[�!)&�V3Pç/è�#&�Vy@�1 �"K����ç/è�è\^0#0�
.:"P*����!�5"+�&*
[1, 5, 10] ì <=)0�5%�)n)	ç+æR�!)&�C3+ç/è�#&�'* [0.1, 1,−0.1]

 ��'*!.:�'%1�!��34�1è�ë4F¨H,)&�2êW"�æ0�1è����&%1è�#&æ0�'æ ç+æ0æ$�NI
�!��34�]q�ç/#&*�*!�Õç/���&"+�5*��U<=���!)õçK3Pç/ !�Õç/�&%'�U"/6

0.0252 {�}�ËAÑ "/69ç/.0.0 �"'z$��êUç/���1è�ëðvPr+æ08�|�éP��3����0é[ç
%'"+ ! ��'*!.�"+�&æ$���0éW�!)&�'"+ ��1�!�5%@ç/è7YLYT}�Ýl"/6

6.25 × 10−4 {a*��'�
pd��éP#0 ��'*mi$F:É({cç4|,ç/�&æ�{a%_|!|bF
p0 �"+ê �!)&�� ��'*!#0è���*>���~pd��éP#0 ��mi$F:ÉW{cç4|d�!)&��p\}�Äòç/è�é4"+ !���!)0ê )	ç+*>ç
6cç+*����1 Z%'"+��34�1 !é4�1�&%'�m<=)&�1�

%'"+êB.	ç/ ��'æ2��" ��Yx}]<=���!)
η = 0.005

{���"W�1�&*�#0 ��?ç�6cç/�� �%'"+êB.	ç/ !�5*-"+�C�!)&�1�� 9*!���@ç+æ$ë(*!�-ç/���
YT}�Ý
<>�1 ��2êUç+æ0�2*!��êB��èÕç/ �|bF ��Yx}õ<,ç+*Uç/è5*�"T.0è5"+�!���'æR<=���!)R�!)&�2*-ç/êW�

η = 0.05
ç+*B#&*��'æS^;ëõ�!)&�



Ò�¤ ÷$à/e+c û;���$�x�a���,+��-�@� a,ë f+eJ���xì+��à

uGË�qÆêB�Nz$�!#0 �� ì �!)&"+#0éP)[���9%'"+��34�1 !é4�'æ[��"UçV)0��éP)&�1 mYx}�Ý9F	pd��éP#0 ��?i$F:É2{�^�|=*!)&"@<�*9�!)&��<>�1��éP);� ì
vh
t (i) ì éP��34�1�(��"B�@ç+%-)(.	ç/ -ç/êW�1���1 9*��1�!�!���0éW"/6d�!)&��.0 !�5"+ =.:�1 ,�����1 -ç/�!�5"+� ì ^;ë~�!)&�
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η = 0.005
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L(ξ) = (ξ)2/2 ì <=)&�1 �� ξ = |ŷ|2 −R2
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αh = 0.001 ì <=)0�5%-)C<Aç+*�*!êUç/è�è5�1 ��!)	ç/�2�!)&��.0 ��13��5"+#&*9�bz$.��1 !��êW�1����*�#&*����0é αh = 0.1
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�!)	ç/���!)&�BpX}�ÄÉç/è�é4"+ !���!)0êw)	ç+*?çK<=�5æ0�W -ç/�0é4�W"/6A#&*-�'* ì 6a �"+ê êW";æ0�1èX�! -ç+%-«;���0é26a"+ 
ê�#0è��!��.	ç/�!)
��"�.	ç/ -ç/êW�1���1 =�! -ç+%�«����0é�6a"+ ,�!��êW�m����3Pç/ !�Õç/����%-)	ç/�0�&�1è5*@FXÝDz$.:�1 !��êW�1�;��*�æ0�1êW"+�&*!�! -ç/���'æK�!)&�mé4�1�$I



Ò�Ò ÷$à/e+c û;���$�x�a���,+��-�@� a,ë f+eJ���xì+��à
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H,)0�5*�%�)	ç/.0���1 B*!#0êBêUç/ !�5�'*��!)&�WêUç/���S%'"+���! !��^0#0�!�5"+�&*B"/6��!)0�5*��!)&�'*!�5* ì �!)&�U%'"+�&%1è�#&*��5"+�&*�æ$ -ç@<=�6a �"+ê �!)&�1ê ì ç/�&æT*�"+êW�V�&�1<ª���;���1 ��'*!�!���0éC.0 �"+^0è5�1êW*?ç/ !�5*����0é2<=)0�5%�)�<,ç/ ! -ç/���?6�#0 !�!)&�1 
���;34�'*!�!�NI
é�ç/�!�5"+�GF

�m��� / `���� �7
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���Ä
H,)&�
êUç/���C%'"+�;�! !��^0#0�!�5"+�&*�"/6D�!)0�5*=�!)&�'*!�5*mç/ ��PË

• H,)&�(æ0�134�1è5"+.0êW�1�;�]ç/�&æRç/�	ç/è�ë$*!�5*B"/6�ç/�O"+�0è����&�(��êB.0è5�1êW�1�;�-ç/�!�5"+�ó"/6��!)&�(8=ç@ë4�'*B.:"+���;�êUç+%-)0���&�~{�Qm8,EXYT|�ç/è�é4"+ !���!)0êö6a"+ =è����&�@ç/ 9%1èÕç+*-*!�NM	�1 �*@F\����æ0�1êW"+�&*��! -ç/�����!)	ç/�����9%@ç/�C^:�
«4�1�&�1 -ç/è��5*-�'æ���"2æ0�@ç/è><=���!)�.0 �"+^0è5�1êW*��!)	ç/��ç/ ��W�&"+�?è����&�@ç/ !è�ë�*��1.	ç/ -ç/^0è5� ì �!)&"+#0éP)�<=���!)$I"+#0�B%'"+�&*!�5æ0�1 !���0éxêW�1�!)&"�æ0*�6a"+ �^�"+#0�&æ$���0éL�!)&�]«4�1 !�&�1è5*V ��1.0 ��'*��1�;�-ç/�!�5"+� ì ��F��PFLêW�1�!)&"�æ0*.0 ��'*-%1 !��^:�'æ(��� ÿ���3;���&�1�C�1�9ç/è�F�fsrPtPtPrJj ì ÷> -ç/êBêW�1 ��1�9ç/è�FGfsrPtPt/Û+jkF

• u��ð�1êB.0�� !�5%@ç/è,%'"+êB.	ç/ !�5*�"+�O"/69æ$�N���1 ��1�;��"+�0è����&�~è5�@ç/ !�0���0éL3+ç/ !�Õç/�;��*�"/6��!)&�~E7�1 �%'�1.0�! �"+�ç/è�é4"+ !���!)0ê2Ë734"+���'æ�IkEd�1 �%'�1.0�! �"+�Uç/è�é4"+ !���!)0ê ì 8,ç/éPéP���0é�ç/è�é4"+ !���!)0êÀç/�&æVQm8,EXY©ç/è�é4"+ !���!)0ê2F

• H,)&��.0 ��'*��1�;�-ç/�!�5"+�2"/6Dç��&�1<î"+�0è����&��3+ç/ !�Õç/�;��"/6��!)&��E7�1 �%'�1.0�! �"+�xç/è�é4"+ !���!)0êÉ6a"+ , -ç/�0«����0é
���&*��-ç/�&%'�'*>{aE�Ñmç/�0«0| ì %@ç/è�è5�'æ
�!)&�>"+�0è����&�Zç/éPéP ��1é�ç/���>E	Ñ�ç/�0«
8=ç'ë4�'*G.�"+�����7êUç+%�)0���&�m{�Q=umEDI
8,EXYT| ì <=)0�5%�)(<,ç+*=*!)&"@<=�2�1êB.0�� !�5%@ç/è�è�ë]��"���êB.0 �"@34��é4�1�&�1 -ç/è��5*-ç/�!�5"+�2<=)0��è5�mêUç/���;�-ç/���0���0é�!)&�� -ç/�0«;���0éU"+ �æ0�1 @F

• Ëm"@34�1è&"+�0è����&�,��êB.0è5�1êW�1�;�-ç/�!�5"+�&*>"/6�8,ç/éPéP���0é�ç/�&æV�!)&�A8=ç@ë4�'*\.:"+���;�\êUç+%�)0���&�9ç/è�é4"+ !���!)0êW*
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çV%'"+�&*!�-ç/����*!<=����%-)0���0éW -ç/��� ì ç/�&æK��"êW�1�!)&"�æ0*V<=)0�5%�)lç+*�*!#0êW�KçL%'"+�&*!�-ç/���W�bz$.��1 !��"_34�1 B�!)&�]�1�;�!�� ��K�! -ç/���0���0éT*��'o�#&�1�&%'�PF�p0#0 !�!)&�1 
 ��'*��@ç/ �%-)õ%'"+#0è5æð^:�~æ0"+�&�W���;��"[�!)&�U#&*��U"/6��!)0�5*Vç/è�é4"+ !���!)0ê "+���&"+�$Ik*!�-ç/�!�5"+�	ç/ !ëõ%�)	ç/�0�&�1è5*@F[u
*!.��'%1�NM	%2�bz&ç/êB.0è5�(�5*W�!)&�(�! -ç+%-«;���0éõ"/6m�!)&�(6a"+ !é4�1�!�!���0é�6cç+%1��"+ U"/6
�!)&�TÑ5Í!Ð(ïYbô�GYT}Oç/è�é4"+ !���!)0ê
<=)&�1�O�!)&�K%�)	ç/�0�&�1è��5*��!��êW�K3Pç/ !ë;���0é&F��ó)0��è5�K"+#0 V6c";%1#&*�<,ç+*B"+�O�!)&�~.0 �"+^0è5�1ê "/6
ç+æ&ç/.0�!��34�
�'o;#	ç/è���y_ç/�!�5"+� ì �����5*�^:�1è��5�134�'æT�!)&�BM0z$�'æ�Ik*!)	ç/ ��U)0�5�1 -ç/ �%�);ë�ç/è�é4"+ !���!)0êw)	ç+*�<=�5æ0�1 ?��êB.0è��5%@ç/�!�5"+�&*
6c"+ m�!��êW�B*-�1 !�5�'*�.0 ��'æ$�5%1�!�5"+�����Té4�1�&�1 -ç/è ì ç+*����
�5*��	ç/�!#0 -ç/è�è�ëx"+�0è����&�PF�YL"P*!��*!�-ç/�!�5*!�!�5%@ç/èDêW"�æ0�1è5*ç/ ��� ��1èÕç/�!��34�1è�ë~%�)&�@ç/.]��"?%'"+êB.0#0��� ì �!)&�1 ��b6a"+ ���%'"+�&*!�5æ0�1 !���0éV*��134�1 -ç/è�êW"�æ0�1è5*,ç/�>"+�&%'���5*>�1���!�� ��1è�ë.0 -ç+%1�!�5%@ç/^0è5�PF
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0÷L
0÷R?P½��-�,@

Ñ9�'%@ç/è�èÉ�!)	ç/� �!)&� %'"+��34�bz )�#0è�è©"/6 <>�1��éP)���* ¯
1, . . . ,

¯
N

�5* æ0�bM&�&�'æ ^�ë
CN :=

CN (
¯

1, . . . ,
¯

N ) := {∑i αi
¯

i : ‖α‖1 = 1,α ≥ 0} F p0 �"+êñ�!)&�xæ0�bM&�0���!�5"+�¨"/6
CN ì ç/�&æ

˜
¯

=
∑N

i=1 αi
¯

i ì <>�
M&�&æ(�!)	ç/� ‖ ˜
¯ ‖2

�5*��'o;#	ç/èe��"
√

√

√

√

√





N
∑

i=1

αi
¯

i ·
N
∑

j=1

αj
¯

j



 =

√

√

√

√

N
∑

i=1

N
∑

j=1

αiαj (
¯

i ·
¯

j).
{au�F�g_|

p&"+ �ç/�;ëT�bz0ç/êB.0è5�
zi := ( § i, yi)

6� �"+ê�¦
= (z1, . . . , zt)

ç/�&æ��bz$.0è5"+���!���0éC�!)&�B�&"+ !êUç/è���y_ç/�!�5"+�
‖ ¯ i‖2 = 1

6a"+ 
i = 1, . . . , N ì <A��%'"+�&%1è�#&æ0�
�!)	ç/�

yi ( ˜
¯ · § i) = yi





N
∑

j=1

αj
¯

i · § i



 =

N
∑

j=1

αjyi
(
¯

i · § i)

‖ ¯ i‖2
.

{au�Fsr4|

¢m*!���0é��!)&�9æ0�bM&�0���!�5"+�~6c"+ X�!)&��êUç/ !éP���~6a"+ Aç
.	ç/ !�!�5%1#0èÕç/ A<>�1��éP)��,*�"+è�#0�!�5"+�~¯ "@34�1 >�!)&�9*��'o;#&�1�&%'�
¦ ì γ � ( ¯ ) := min{yi (

¯ · § i) /‖ ¯ ‖2 : i ∈ {1, . . . , T}} <=���!)C�!)&�
 ��'*!#0è���"/6�{au�Fsr4| ì <A��"+^0�-ç/���

yi ( ˜
¯ · § i) ≥

N
∑

j=1

αjγ � ( ¯ j).
{au�Fsv4|

÷A"+ê?^0���0���0éx{au�F�g_|�ç/�&æ�{au�Fsv4|A%'"+êB.0è5�1���'*��!)&��.0 �"�"/6d�!)	ç/�

γ � ( ˜
¯

) ≥
∑N

j=1 αjγ � ( ¯ j)
√

∑N
i=1

∑N
j=1 αiαj (

¯
i ·
¯

j)
.
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0÷L
0÷�uOÂ�Ç\
=��ÇXÃ ½
��ÿ����
H,)&�
.0 �";"/6D�5*�*!�-ç/ !���'æ2<=���!)2�!)&��6c"+è�è5"@<=���0éU*�%@ç/èÕç/ 9.0 �";æ$#&%1� ì
(
¯

1,t(τ) · ¯ 2,t(τ)) = ((
¯

1,t−1(τ) + b1,tσ1,tyt § t) · (
¯

2,t−1(τ) + b2,tσ2,tyt § t)) ,
{au�F Û;|

<=)&�1 ��
bi,t

�5*]�!)&�C���&æ$�5%@ç/��"+ K6a#0�&%1�!�5"+�n6a"+ K8,�1 !�&"+#0è�è��
�! !�Õç/è
t ì Ed�1 �%'�1.0�! �"+� i í σi,t

�5*K"+�&�L�N6
Ed�1 �%'�1.0�! �"+�

i
êUç/«4�'*2ç�êB�5*!�-ç/«4�xç/�~�����1 -ç/�!�5"+�

t
ç/�&æny@�1 �"õ"+�!)&�1 !<=�5*��PFªH��1è5�'*�%'"+.0���0éò{au�F Û;|

éP��34�'* ì

(
¯

1,T (τ) · ¯ 2,T (τ)) =

T
∑

i=1

[(b1,iσ1,iyi (
¯

2,i−1(τ) · § i) + b2,iσ2,iyi (
¯

1,i−1(τ) · § i))

+ b1,ib2,iσ1,iσ2,i‖ § i‖2
]

.

{au�Fsô4|

¢m*!���0éB�!)&�
���&æ$�5%@ç/��"+ =6a#0�&%1�!�5"+�
I(a, b)

<=���!)ð{au�Fsô4|>����%@ç/�2^:�
�bz$.0 ��'*�*��'æ2ç+* ì

(
¯

1,T (τ) · ¯ 2,T (τ)) =

T
∑

i=1

[

I(σ1,i = 1, σ2,i = 1)
(

b1,ib2,i‖ § i‖2 − b1,i| (
¯

2,i−1(τ) · § i) |

− b2,i| (
¯

1,i−1(τ) · § i) |) + I(σ1,i = 1, σ2,i = 0)b1,i| (
¯

2,i−1(τ) · § i) |
+ I(σ1,i = 0, σ2,i = 1)b2,i| (

¯
1,i−1(τ) · § i) |] . {au�Fsi4|

H7ç/«����0éU�bz$.:�'%1�-ç/�!�5"+�C<�F  @F �
ST

1 (τ)
ç/�&æ

ST
2 (τ)

"/6�{au�Fsi4|AéP��34�'* ì
Ý

ST
1 (τ)ST

2 (τ) (
¯

1,T (τ) · ¯ 2,T (τ)) =
T
∑

i=1

Ý
Si

1(τ)Si
2(τ)

[

I(σ1,i = 1, σ2,i = 1)b1,ib2,i‖ § i‖2

+ b1,i(Ci(τ) − Ai(τ)) + b2,i(Di(τ) − Bi(τ))]

=
T
∑

i=1

Ý
b1,ib2,i

[b1,ib2,i]
Ý

Si
1(τ)Si

2(τ)

[

I(σ1,i = 1, σ2,i = 1)‖ § i‖2
]

+
Ý

b1,ib2,i
[b1,i]

Ý
Si

1(τ)Si
2(τ) [Ci(τ) − Ai(τ)]

=

T
∑

i=1

τ2Pr(σ1,i = 1, σ2,i = 1)‖ § i‖2

− τ
Ý

Si
1(τ)Si

2(τ) [Ai(τ) + Bi(τ)]

+ τ
Ý

Si
1(τ)Si

2(τ) [Ci(τ) + Di(τ)] . {au�F:ÉP|
<=)&�1 ��

Ai(τ) = I(σ1,i = 1, σ2,i = 1)| ¯ 2,i−1(τ) · § i|, Bi(τ) = I(σ1,i = 1, σ2,i = 1)| ¯ 1,i−1(τ) · § i|,
Ci(τ) = I(σ1,i = 1, σ2,i = 0)| ¯ 2,i−1(τ) · § i|, Di(τ) = I(σ1,i = 0, σ2,i = 1)| ¯ 1,i−1(τ) · § i|.
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H,)&�A.0èÕç/�W"/6��!)&�A.0 �"�"/6��5*d��"�æ0�1���1 !êB���&�=�!)&�A#0.0.:�1 D^�"+#0�&æB"/6 ∑T
i=1

Ý
Si

j(τ)(σj,i)
6a �"+êÆM& �*!�

%'"+ê?^0���0���0éU�!)&��è5"_<>�1 9ç/�&æ]#0.0.��1 A^�"+#0�&æ0*,"/6 ‖ ˜
¯

t‖2 FDpd�� �*!�,<>��æ0�1���1 !êB���&��ç�è5"@<A�1 =^:"+#0�&æK"+�
‖ ˜
¯

T ‖2 ^�ë(%'"+�&*!�5æ0�1 !���0é (
¯ ∗ · ˜

¯
t) ì

(
¯ ∗ · ˜

¯
t) = (

¯ ∗ · ˜
¯

t−1) +
1

N

N
∑

j=1

bj,tσj,t (
¯ ∗ · § tyt) .

{au�Fsï4|

p0 �"+êw{au�Fsï4| ì <>�mé4�1� (
¯ ∗ · ˜

¯
t) ≥ (

¯ ∗ · ˜
¯

t−1) + γ � 1
N

∑N
j=1 bj,tσj,t ì ç/�&æ(çJ6����1 T

 �"+#0�&æ0*
"/6Xç/è�é4"+ !���!)0ê v

(
¯ ∗ · ˜

¯
T ) ≥ γ �

N

T
∑

i=1

N
∑

j=1

bj,iσj,i.
{au�Fsh4|

8Aë #&*!���0é �!)&� ÷,ç/#&%-)�ë;I }�%�);<Aç/ !�!y ���&�'o;#	ç/è����këÜ<=���!) {au�Fsh4|ÆéP��34�'* ‖ ¯ ∗‖2‖ ˜
¯

T ‖2 ≥
((
¯ ∗ · ˜

¯
T ))2 ≥ γ2�

N2

(

∑T
i=1

∑N
j=1 bj,iσj,i

)2 ç/�&æK ��'*!#0è��!���0éU���(�!)&�
6a"+è�è5"_<=���0éWè5"@<A�1 �^�"+#0�&æ

‖ ˜
¯

T ‖2 ≥





γ �
N

T
∑

i=1

N
∑

j=1

bj,iσj,i





2

/‖ ¯ ∗‖2.
{au�F�g@t4|

���2"+ �æ0�1 ���"VM&�&æK�!)&�
#0.0.��1 �^�"+#0�&æ("/6 ‖ ˜
¯

T ‖2 <>�
è5"�"+«Kç/�=�!)&�?æ$�5*!.:�1 �*��5"+�(êW�@ç+*!#0 ��
1
N

∑N
j=1 (

¯
j,T − ˜

¯
T )2

<=)0�5%�)UéP��34�'*>çmêW�@ç+*!#0 ��="/6��!)&��æ0�13��Õç/�!�5"+�U"/6:�@ç+%-)UE7�1 �%'�1.0�! �"+�
j
6a �"+ê

�!)&�?ç@34�1 -ç/é4��<>�1��éP);��"/6
N
Ed�1 �%'�1.0�! �"+�&*@F	¢m*!���0é

˜
¯

T = 1
N

∑N
j=1

¯
j,T

<>��%@ç/�2<= !�����

1

N

N
∑

j=1

(
¯

j,T − ˜
¯

T )2 =
1

N

N
∑

j=1

(
¯

j,T · ¯ j,T )

− 2

N2

N
∑

j=1

N
∑

i=1

(

¯
i,T

N
· ¯ j,T

)

+

(

N
∑

i=1

¯
i,T

N

)2

=
1

N

N
∑

j=1

‖ ¯ j,T‖2 − ‖ ˜
¯

T ‖2.
{au�F�gPg_|

YL";æ$�N6aë;���0éC{au�F�gPg_|><>�?é4�1�

‖ ˜
¯

T ‖2 ≤ 1

N

N
∑

j=1

‖ ¯ j,T ‖2.
{au�F�g@r4|

p&"+ 9�@ç+%-)2���&æ0�1.��1�&æ0�1����Ed�1 �%'�1.0�! �"+�
j
�13Pç/è�#	ç/�!���0é ‖ ¯ j,t‖2 ç+*

(
¯

j,t ·
¯

j,t) = (
¯

j,t−1 ·
¯

j,t−1) + 2 (
¯

j,t · bj,tσj,t § tyt)

+ (bj,tσj,t)
2 ‖ § t‖2.

{au�F�g@v4|
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H,)&��*��'%'"+�&æ2���1 !êö"/6={au�F�g@v4|><>��«;�&"_<î6� �"+êö�!)&��#0.:æ&ç/���
 !#0è5�
6a"+ =�!)&��Ed�1 �%'�1.0�! �"+�
2 (
¯

j,t · bj,tσj,t § tyt) ≤ 0 ì �!)&�B�!)0�� �æ����1 !êw*!��êB.0è��NM	�'*�#&*����0é
(bj,tσj,t)

2 = bj,tσj,t
ç/�&æT�!)	ç/�

‖ § t‖ = 1 ì *�"2{au�F�g@v4|A^��'%'"+êW�'*

‖ ¯ j,t‖2 ≤ ‖ ¯ j,t−1‖2 + bj,tσj,t.
{au�F�g1Û;|

u96����1 
T
 �"+#0�&æ0*�"/6={au�F�g@v4|>.0#0��������"[{au�F�g@r4|

‖ ˜
¯

T ‖2 ≤ 1

N

N
∑

j=1

T
∑

i=1

bj,iσj,i.
{au�F�g@ô4|

÷A"+ê?^0���0���0é]�'o�#	ç/�!�5"+�&*�{au�F�g@t4|�ç/�&æ�{au�F�g@ô4|,<>�
)	ç@34�




γ �
N

T
∑

i=1

N
∑

j=1

bj,iσj,i





2

/‖ ¯ ∗‖2 ≤ ‖ ˜
¯

T ‖2 ≤
T
∑

i=1

N
∑

j=1

bj,iσj,i
{au�F�g@i4|

Äm�1�&%'�,�!)&�>^�"+#0�&æB"+�V�!)&�=�'*!�!��êUç/���'æWç'34�1 -ç/é4����#0ê?^��1 Z"/6:#0.:æ&ç/���'*Zç+%1 �"P*-*D�!)&�
N
E7�1 �%'�1.0�! �"+�&*

çJ6a���1 
t
 �"+#0�&æ0*9"/6\u�è�é4"+ !���!)0ê v��5*=éP��34�1�2^;ë

1

N

T
∑

i=1

N
∑

j=1

bj,iσj,i ≤
‖ ¯ ∗‖2

γ2� .
{au�F�g�ÉP|

H,)&�2 ��'*�#0è��~ç/^:"_34�2�5*]ç+*U�bz$.:�'%1���'æR6� �"+ê H,)&�'"+ ��1êçËm"@3���«4"/�ªf�g@hPiPrJjkF Äm"@<A�134�1 ~�!)&�1 ��C�5*~ç
æ$�N�e�1 ��1�&%'�?���[�!)	ç/��{au�F�g�ÉP|=�5*�6a"+ ��!)&�?%'"+ê?^0���	ç/�!�5"+��"/6XEd�1 �%'�1.0�! �"+�&*@FmH,)0�5*9.	ç/ !�m"/6X�!)&��.0 �"�"/6
%@ç/�L^:�? ��1.0èÕç+%'�'æC^;ëC*!��êB.0è�ë2*!�-ç/�!���0é¥Ë�"_3;��«4"/�9��*�^�"+#0�&æ26c"+ ��@ç+%-)LEd�1 �%'�1.0�! �"+� ì ç/�&æ2�!)	ç/�m�!)&�ç'34�1 -ç/é4�

˜
¯ <=��è�è
�!)&�1 ��b6a"+ ���)	ç'34�T�!)&��*�ç/êW�x^:"+#0�&æeFøH,)&��ç/^�"@34�x.	ç/ !�["/6�.0 �"�"/6�<=)0�5%-)ò�5*

�'*�*��1�;�!�Õç/è�è�ë Ë�"_3;��«4"/�9��*= ��'*�#0è��=�5*=���&%1è�#&æ0�'æ(6c"+ �%'"+êB.0è5�1���1�&�'*�*@F

���9ê?#&*!�>êUç/«4�9%1è5�@ç/ Z�!)	ç/�
{au�F�g�ÉP|déP��34�'*Z�!)&�9^:"+#0�&æ~"+�U�!)&�=�;#0ê?^��1 ="/6�#0.�æ&ç/���'* ì �&"+�Z�!)&���#0ê�^:�1 B"/6=êB�5*!�-ç/«4�'* í *��'�W�!)&�~æ0�bM&�0���!�5"+�&*Vç/�&æð�bz0ç/êB.0è5�Kç/�?�!)&�~*!�-ç/ !�V"/69}��'%1�!�5"+�Or$Fsv$Fsr26a"+ %1èÕç/ !�NM	%@ç/�!�5"+�GF\���A ��bI��������1 -ç/���9�!)&�=æ$�N���1 ��1�&%'��)&�1 �� ì çmêB�5*!�-ç/«4�,�5*Xæ0�1.��1�&æ0�1���Z"+�0è�ë�"+�B<=)&�1�!)&�1 
σt = 1 ì <=)&�1 ��@ç+*Zç/�V#0.:æ&ç/���,�5*DêUç+æ0�,<=)&�1� bt = 1

ç/�&æ
σt = 1

F7���D�5*D.:"P*-*!��^0è5�,�!)	ç/�Zç�êB�5*!�-ç/«4�
%@ç/�2^���êUç+æ0��"+�2�bz&ç/êB.0è5�'*��&"+�9*��'�1�K6c"+ =#0.�æ&ç/�!���0éW^�ëK�!)	ç/��.	ç/ !�!�5%1#0èÕç/ mE7�1 �%'�1.0�! �"+�GF

H7"
*��1.	ç/ -ç/���
bj,t

ç/�&æ
σj,t

<A�,è5";"+«Vç/��{au�F�g�ÉP|����V�!)&�,è���êB���Xç+*
N → ∞ Fd���A«;�&"_<O�!)	ç/�D�!)&�

�bz&ç/êB.0è5�'*m*-�'�1�C^�ë2Ed�1 �%'�1.0�! �"+�
j
�5*9æ0�bM&�&�'æL^�ë(�!)&��*��'o;#&�1�&%'�?"/6X^0���	ç/ !ë2 -ç/�&æ0"+ê 3Pç/ !�Õç/^0è5�'* ì

St
j = (bj,1, . . . , bj,t) ì æ$ -ç'<=�2��F ��F�æK6a �"+ê B(τ)

F>qm��34�1�(�!)	ç/�=�!)&�
*�ç/êB.0è����0éU"/67�!)&�
Ed�1 �%'�1.0�! �"+�&*
�5*�æ0"+�&�
���&æ0�1.��1�&æ0�1���!è�ë

Ý
St

j(τ)(bj,tσj,t) =
Ý

bj,t
(bj,t)

Ý
St

j(τ)(σj,t)

= Pr(bj,t = 1)
Ý

St
j(τ)(σj,t) = τ

Ý
St

j(τ)(σj,k).
{au�F�g@ï4|
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H,)&��M&�	ç/è�æ0�'*��� ��'æK ��'*!#0è����5*9ç+%-)0�5�134�'æ2^�ë(%'"+ê�^0���0���0éL{au�F�g@ï4|A<=���!)ð{au�F�g�ÉP|
T
∑

i=1

Ý
Si

j(τ)(σj,i) ≤
‖ ¯ ∗‖2

τγ2� .
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¹ �-� Ôm������Ç\���»ºkÄ ��x�����Ä0�	����{V���:��
��ç`���� `�Ä	Ä�

�7�)`,��Ç\� Ä&�D`,���-Ä0�����dÄ
pd�� �*!�!è�ë ì <A��ç+*�*!#0êW���!)	ç/� X1, . . . , XT

^:�����&æ0�1.��1�&æ0�1���m�&"+ !êUç/è� -ç/�&æ0"+ê 3+ç/ !�Õç/^0è5�'*�<=���!)2�!)&�
*-ç/êW�UêW�@ç/�

µ
ç/�&æ�3Pç/ !�Õç/�&%'�

σ2 F]Ý>ç+%�) Xt
�����!)0�5*?�!)&�'*!�5*� ��1.0 ��'*��1����*��!)&�W.��1 �%'�1���-ç/é4�~���'*!�

�1 ! �"+ ,.0 �";æ$#&%'�'æK^;ë]ç� -ç/�&æ0"+êöç/�&æK���&æ0�1.��1�&æ0�1���!è�ëK%�)&"P*��1�(���'*!�=*��1�=�bz&ç/êB.0è5�PF\H,)&�� ��'*!#0è��!���0é
 -ç/�&æ0"+ê©3Pç/ !�Õç/^0è5�

Q =
√

T
X̄ − µ

S

{a8�F�g_|
)	ç+*9çW};�!#&æ0�1�;�@��*9�`Ikæ$�5*!�! !��^0#0�!�5"+�[<=���!)

T − 1
æ0�1éP ��'�'*�"/676a ��'�'æ0"+ê ì <=)&�1 �� X̄ =

∑T
i=1 Xi

ç/�&æ
S2 = 1

T−1

∑T
i=1(Xi − X̄)2

F
H,)&�~%'"+�$M	æ0�1�&%'�W�������1 !3Pç/è,"/6

µ
�5*?éP��34�1��^�ë

X̄ − eS/
√

T ≤ µ ≤ X̄ + eS/
√

T
<=)&�1 ��

e�5*Bæ0�1���1 !êB���&�'æR^;ëO};�!#&æ0�1�;�@��*U�`Ikæ$�5*��! !��^0#0�!�5"+�G��*W�-ç/^0è5�]6c"+ 
T − 1

æ0�1éP ��'�'*~"/696a ��'�'æ0"+ê2FOH,)&�
.0 �"+^	ç/^0��è��kënç+*�*�"�%1�Õç/���'æO<=���!)l�!)&�2%'"+�$M	æ0�1�&%'�[�������1 !3Pç/è�"/6

µ
�5*UéP��34�1�l^�ë

δ
F p&"+ ~�bz&ç/êB.0è5� ì<=�5æ0�1è�ëW#&*��'æ]���]�!)0�5*A�!)&�'*!�5*A�5*,ç

δ = 0.95 ì %'"+ ! ��'*�.:"+�&æ$���0éB��"Vç 95
�W%'"+�$M	æ0�1�&%'�����;���1 !3+ç/è�<=���!)

e = 1.65
6c"+ ∞ æ0�1éP ��'�'*9"/6d6a ��'�'æ0"+ê2F

¹ � ½ «l

��Â��5`9�Ü��Ç\Ä&�

H,)&�]÷A"�%�)0 -ç/�ð���'*!�]{�÷A"+�&"_34�1 ]f�g@hPhPhJj�|��5*�ç/.0.0è��5�'æ�<=)&�1���!)&�1 ��U�5*�ç2*����0éPè5�W���'*!�?*-�1� ì ç/�&æ�<>�<=�5*!)ó��"ð%'"+êB.	ç/ ��[�!)&�C���'*��~�1 ! �"+ ].:�1 `6c"+ !êUç/�&%'�["/6?*-�134�1 -ç/è�æ$�N�e�1 ��1���(%1èÕç+*�*!�NM	�1 Kç/è�é4"+ !���!)0êW*
#&*!���0éBç�*!���0éPè5�9���'*��>êW�@ç+*!#0 ��PFZÝZç+%�)("/6��!)&�

m
ç/è�é4"+ !���!)0êW*,�5*=ç/.0.0è��5�'æ]���&æ0�1.��1�&æ0�1���!è�ë]��"��@ç+%-)

"/6\�!)&�����'*!�m�bz0ç/êB.0è5�'* ì ç/�&æ2�!)&�? ��'*!#0è���"/6X�@ç+%-)xç/.0.0è��5%@ç/�!�5"+�L�5*9�1���!)&�1 
ç(g?"+ mt ì  ��1.0 ��'*��1�;�!���0é ��'*!.��'%1�!��34�1è�ë2çV%'"+ ! ��'%1�!è�ëK%1èÕç+*-*!�NM	�'æ(���'*!���bz&ç/êB.0è5��"+ =�&"+�@FXH,)&�
 ��'*�#0è���*,6a"+ !ê ç��-ç/^0è5�
<=���!)
T �"@<�*�ç/�&æ

m
%'"+è�#0êB�&* ì T ^:�1���0é]�!)&����"+�-ç/è\��#0ê�^:�1 �"/6Z���'*����bz&ç/êB.0è5�'*@F
p&"+ 
�@ç+%-)�ç/è�é4"+ !���!)0ê

i
ç/�&æx���'*!���bz&ç/êB.0è5�

j ì ç/�T�1���! !ëx"/6 Xij ∈ {1, 0} �5*�êUç+æ0�W���xHdç/^0è5�W8�F�gPF�u�è5*�" ì Hdç/^0è5�B8mF�g%'"+�&*!�5*!��*9"/6d �"_<ò��"+�-ç/è5* ì Ri =
∑m

j=1 Xij ì ç/�&æ2%'"+è�#0êB�2��"+�-ç/è5* ì Cj =
∑T

i=1 Xij
F

p0 �"+ê H7ç/^0è5�?8�F�g��!)&�
���'*���*!�-ç/�!�5*!�!�5%�6c"+ =�!)&��÷A"�%�)0 -ç/�2���'*!�9�5*�æ0�1���1 !êB���&�'æ2^;ë

K = m(m − 1)

∑m
j=1

(

Cj −
PT

i=1 Ri

m

)2

∑T
i=1 Ri (m − Ri)

.
{a8�Fsr4|



4�öDö Þ �
e��a�5�_�a�dc-�

g#h.i�j þi¼[���¢U!¾1�Z*��+� ���£��!&
�������6�3�!
e�¿�volonqpsrqÀ\ÁÉË½ Í�ËmrÑÇ
¾\ikÁ<¿K¿�Í�Ë � ~

m Ú
lÁÀ ½ l\r%ik¿�Ë
1 X11 X12 . . . X1m R1

2 X21 X22 . . . X2m R2zzz zzz zzz zzz zzz zzz
T XT1 XT2 . . . XTm RmÊ&lk¿ÃÂ\ÁÉw ½ lkr¯ik¿�Ë C1 C2 . . . Cm

∑T

i=1 Ri

���
�&"_<¨.0 ��'*��1�;�9�!)&�
);ë;.�"+�!)&�'*!�5*=���'*���#&*��'æ(���2�!)0�5*��!)&�'*!�5* ì <=)&�1 �� H0
�5*=�!)&�
)�ë�.�"+�!)&�'*!�5*

�!)	ç/���@ç+%�)Lç/è�é4"+ !���!)0ê©�5*=�'o�#	ç/è�è�ë]�b���'%1�!��34� ì ç/�&æ H1
�5*��!)&��);ë;.�"+�!)&�'*!�5*=�!)	ç/�=�!)&�1 ����5*�ç�æ$�N�e�1 `I

�1�&%'�W^��1�k<A�'�1�ð�!)&�W.:�1 `6c"+ !êUç/�&%'�U"/6=�!)&�~ç/è�é4"+ !���!)0êW*_F]H7"2 �� ¼!�'%1���!)&�W);ë;.�"+�!)&�'*!�5*
H0

ç/���!)&�
è5�134�1è

δ ì K ê�#&*!��^���éP ��@ç/���1 ��!)	ç/�(�!)&�
1 − δ

o�#	ç/�;�!��è5��"/6d�!)&�
%-)0�NIk*�o;#	ç/ ��'æCæ$�5*!�! !��^0#0�!�5"+�2<=���!)
m − 1

æ0�1éP ��'�'*�"/6X6a ��'�'æ0"+ê ì 6a"+ m�bz0ç/êB.0è5��6c"+ �ç~%1 !���!�5%@ç/èD ��1éP�5"+�T"/6 δ = 0.05
ç/�&æ

m = 3 ì Kê?#&*���^:��éP ��@ç/���1 9�!)	ç/�
5.99

��"B �� ¼!�'%1�
H0
F
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«¥�-� «l
���Ä0�D`����Æ/ 

����¿���Äò¾À¿�Á�
��:�`�:Â�Ã
����.0 �"_3;�5æ0��æ0�1�-ç/��è5*m"+�C�!)&��÷A"+�&*��-ç/���
Y["�æ$#0è�#&*9u�è�é4"+ !���!)0êÜ{�÷AY[u
|�ç/�!�! !��^0#0���'æ[��"]q�"�æ&ç/ �æ
f�g@hPïPtJjkF�÷AYLu �5*
ç]*!��"�%�)	ç+*!�!�5%�éP -ç+æ$�5�1���?êW�1�!)&";æL<=)0�5%�)�ç/�!���1êB.0��*���"~êB���0��êB�5*-���!)&�Væ$�5*!.��1 `I
*!�5"+� ì D(2) F
H,)&�Væ$�5*!.��1 �*!�5"+�LêW�@ç+*!#0 ��'*��!)&�V*�o;#	ç/ ��'æC ��'*!�5æ$#	ç/è\^��1�k<A�'�1��ç/^&*�"+è�#0����.0 ��'æ$�5%1�!�5"+�.0 �"�æ$#&%'�'æ2^�ë(�!)&�V÷AY[uª�'o;#	ç/è���y@�1 ‖ŷ‖ ç/�&æ2�!)&��*��'%'"+�&æ["+ �æ0�1 �æ$�5*!.��1 �*!�5"+�[%'"+�&*��-ç/��� R2 ì ��F��PF
D(2) = E(|ŷ|2 −R2)

2/2
F�Ë�"+�!���0éB�!)	ç/�9���]�!)&�
8,E>}�ÿ {�^0���	ç/ !ë]%@ç+*��_|

R2 = 1 ì ç/�&æK�!)	ç/��"+�0è�ë�!)&�Væ$�5*!.��1 �*!�5"+�T"/6>�!)&�B*��'%'"+�&æx"+ �æ0�1 
�5*
%'"+�&*!�5æ0�1 ��'æx)&�1 ��PF�H,)&�B*!��";%-)	ç+*!�!�5%�éP -ç+æ$�5�1����#0.�æ&ç/���
6c"+ �÷AY[u¥�5*

¯
CMA,t+1 =

¯
CMA,t + ηŷt(R2 − |ŷt|2)

{�÷mF�g_|
<=)&�1 ��

η ≤ 1
�5*B�!)&�[*!���1.R*!��y@� ì ¯ CMA ∈ R

K1+1 �5*W�!)&�[÷AYLu �'o�#	ç/è���y@�1 @��*~<>�1��éP);� ì ŷt =

(
¯

CMA,t · § t)
�5*X�!)&�=�'o�#	ç/è���y@�1 @��*Z.0 ��'æ$�5%1�!�5"+�B6a"+ \���&*��-ç/�&%'�=34�'%1��"+ Z%'"+�&*!�5*!�!���0é�"/6� ��'%'�1��34�'æW*!ë�êVI

^�"+è5*
rt
ç+*=����*�æ$��êW�1�&*��5"+�&* ì ��F��PF § t = [rt+K1 , rt+K1−1, . . . , rt]

′ F

«¥� ½ Ç Ç\�d��Ä	��
9�±Ç �!��Ç\����Ç\�ÈÇÊÇ\�7��Ä���
��Èz?Ç\Ç\�É{\`���; _�ù��[`9¿��múdÇD�
��� æ0�'%1�5*��5"+�¨æ$�� ��'%1���'æîêW"�æ0�x�!)&�1 ��x�5*(�&"S«;�&"_<=�ò�! -ç/���0���0él*��'o;#&�1�&%'�x���&*!���@ç+æ �!)&�T*!ë�ê?^�"+è
æ0�'%1�5*!�5"+�x{�èÕç/^:�1è:æ0�'%1�5*!�5"+�~���~�!)&��^0���	ç/ !ëW%@ç+*��_|Zç/ ���#&*��'æW��"��! -ç/���]�!)&�9�'o;#	ç/è���y@�1 @F\u�*Z�!)&���	ç/êW�
*!#0éPé4�'*!��*>�!)&�7ó��'%1�5*!�5"+�]p&�'�'æ$^	ç+%�«]ÝXo;#	ç/è���y@�1 �{dó�pDÝ>|X�5*X�!)&�m�'o�#	ç/è���y@�1 ><=)0�5%�)K)	ç+*Z^��'�1�~*�)&"@<=�
��"õ)	ç'34�x*!êUç/è�è5�1 KM&�	ç/èVÙUÍ!Ð+ÎîÔ�ñ�ò0Ð+Ï!Í�ÖnÍbÏbÏ!×+ÏL{aYT}�Ý>|~.��1 `6a"+ !êUç/�&%'�x%'"+êB.	ç/ ��'æ <=���!)îè����&�@ç/ 
�'o;#	ç/è���y@�1 �* ì è���«4��÷AY[uò"/67�!)&��.0 ��13��5"+#&*9}��'%1�!�5"+�[÷mF�gB{aE\ �"4ç/«��5*
fsrPtPt$gbj�|bF>Q��&�
æ$�5*-ç+æ$3Pç/���-ç/é4���5*�!)	ç/��ó�pDÝx ��'o�#0�� ��'*X*-"+êW�>���0���!�Õç/è��5*�ç/�!�5"+�U"+�!)&�1 !<=�5*��,���DêUç'ë�^:�'%'"+êW�,#0�&*��-ç/^0è5�="+ d�&"+�X%'"+�;34�1 !é4�
��"WçVé4"�";æ(*-"+è�#0�!�5"+�GF

H,)&�
<A�1��éP)���#0.:æ&ç/����6c"+ Yó>ó�I
ómpDÝR6a"+ =�!)&�Ä��Yx}~#0.�æ&ç/���
�5*
¯

DD−DFE,t+1 =
¯

DD−DFE,t + η(sgn(ŷt) − ŷt) § t,
{�÷mFsr4|

<=)&�1 ��
η < 1

�5*=�!)&��*!���1.2*���y@��ç/�&æ
ŷt = (

¯
DD−DFE,t · § t)

F
H,)&�L���&*!�-ç/�&%'�x34�'%1��"+ § t

#&*��'æn��� {�÷mFsr4|W�5*Kæ$�N�e�1 ��1���2��"õ�!)	ç/�K#&*��'æn���¨÷>)	ç/.0���1 Cô�6a"+ 
è����&�@ç/ ,�'o�#	ç/è���y@�1 �*@FZH,)&�9���&*!�-ç/�&%'��34�'%1��"+ =%'"+�&*!�5*!��*,"/6G�k<A"�.	ç/ !��*@ËXç

K1 +1
*��'o;#&�1�&%'�� ��'%'�1��34�'æ

*!ë�ê?^�"+è5*
rt+K1 , rt+K1−1, . . . , rt í ç/�&æ K2

.	ç+*!�B*!ë;ê�^:"+èA.0 ��'æ$�5%1�!�5"+�&*
ŷt−1, ŷt−2, . . . , ŷt−K2 ì



4�ö:� Þ �_ã/��à/eJ�Q+A������� a
ë f+eJ���xì�e��a�a�@�L���_�a�������

��F��PF § t = [rt+K1 , rt+K1−1, . . . , rt, ŷt−1, ŷt−2, . . . , ŷt−K2 ]
′ F
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Ä�Fdu�«Pç/��«4�PF�uëËm�1< �G";"+«Sç/�U};�-ç/�!�5*!�!�5%@ç/è�Y["�æ0�1è=��æ0�1�;�!�NM	%@ç/�!�5"+�GF�Ì�Í
Í
ÍËg&Ï`ÐPÎ0ÔNk � ò�Ø�×PÙBÐ4ØPk
Î ×+Î	ØaÏ@k ì u9÷ZI-g@h$Ë:É�g@i2ÏsÉ+rPv ì g@h�ÉJÛ&F

}:F�u9êUç/ !��FJË�ç/�!#0 -ç/èGqm -ç+æ$�5�1���,��"+ !«$*>ÝTôU%1�5�1�;�!è�ë~���ö�G�@ç/ !�0���0é&FpÐ?Í�ò�Ï`ÐPÑ Î ×PÙr&�ò�Ø�ÐPØaÒc×+Î ì g@t0{cr4|bËrPô$g*Ï�r�É+i ì g@hPhPï$F
�ÀFGE7Fdu��0é[ç/�&æ�8�F�p�ç/ !)	ç/�0é+Ik8A"+ �"+#+¼!�1��ë4F[u Ë��1<ø÷>èÕç+*�*?"/6�qm -ç+æ$�5�1�;��u=æ&ç/.0�!��34�(};���1.$I };��y@��GYT}Ku�è�é4"+ !���!)0êW*@F<Ì�Í
Í
Í¸g&Ï`ÐPÎ0ÔNkTÑ	Ò�Ì+Î�Ð+Ñ�Ò,Ï`×@7�Í�Ô-ÔbÒ�Î;Ì ì Û�h0{�Û;|bËsïPtPô2Ï�ï$g@t ì rPtPt$gPF
Ý�F/8=ç/#&�1 \ç/�&æ�Ñ�F�ÿ9"+)	ç@3;��F0u��VÝ\êB.0�� !�5%@ç/è�÷A"+êB.	ç/ !�5*�"+�W"/6UòX"+�!���0é?÷>èÕç+*�*!�NM	%@ç/�!�5"+�Wu�è�é4"+ !���!)0êW*@Ë
8=ç/éPéP���0é ì 8,"�"P*!�!���0é ì ç/�&æ òZç/ !�Õç/����*_F0ÓLÐ�71Ú�Ò�Î�Í,Ô7Í!Ð+ÏbÎ&Ò�Î�Ì ì vPi$Ë�g@tPô2Ï�g@vPh ì g@hPhPh$F

u�FG8,�1��34�1�0�5*!��� ì YõFGYL�1�!��3;�5�1 ì ç/�&æ�EdFdE\ !�5"+ ��1�@F � Ö4ÐJ&:ØaÒkð+Í � Ñ Ì4×PÏ�ÒaØ�Ú�Ù�Ô~Ð+Î�Ö#Ñ�Ø�×@71Ú�Ð/ÔbØaÒ87 � &5ñ
&�Ï!×��+Ò�ÙWÐPØaÒa×PÎ0ÔbF�Ëm�1<øÝZ"+ !«�ËZ};.0 !���0é4�1 `I�òX�1 !èÕç/é ì g@hPhPt$F

÷mFPYõFP8>�5*�)&"+.GF�Ð?Í�ò�Ï!Ð+Ñ�Ð�Í1Ø:dZ×+Ï/ï@ÔT(1×PÏ<Ò=ÐPØcØkÍbÏbÎ'Õ�Í�7�×�ÌPÎ&Ò�ØaÒc×+Î	FeQ9z�6a"+ �æ]¢��0��34�1 �*!���këBE\ ��'*-* ì g@hPhPô$FÄ�F#óVF\8Aè5"�%�«�FðH,)&�(Ed�1 �%'�1.0�! �"+�GËCu Y["�æ0�1èA6a"+ W8A -ç/���Rp0#0�&%1�!�5"+�0���0é&F[Õ�Í�ð@ÒcÍ£dDÔ2×�(FÓx×@Ö�ÍbÏbÎ
Ò>Úlb/ÔbÒ:7bÔ ì v/Û&Ë�g@rPv2Ï�g@vPô ì g@hPiPr$F�XF48,"+�!��"+#~ç/�&æ ÝVF-�G�m÷>#0�GF�Q��$I'�e���&�H�G�@ç/ !�0���0é�6c"+ �òX�1 !ë ��ç/ !é4�Yó
ç/�-ç+*��1��*@F:H��'%-)0�0�5%@ç/è� ��1.�"+ !� ìËmÝ>÷ ��ç/^&*�u9êW�1 !�5%@ç ì rPtPtPv$F�XF&8,"+�!��"+#xç/�&æ ÝBF\�G��÷>#0�GF&��ç/ !é4�V}�%@ç/è5��Q��0è����&�<���@ç/ !�0���0é&F=�k� � ÖZðJÐ+ÎÖ7-Í�Ô�Ò�Î#Ð?Í�ò�Ï!Ð+Ñ�Ì�Î@('×+Ï&ñ
ÙWÐPØaÒc×+Î�Ò,Ï`×@7�Í�Ô-ÔbÒ�Î;ÌFÑ�bJÔ1ØkÍbÙ�ÔÉ×�m@F	÷,ç/ê?^0 !�5æ$é4� ì YLu�Ë0YL��HîEX ��'*�* ì rPtPt/Û&FXH7"Uç/.0.:�@ç/ @F

Q�F�8,"+#&*�o;#&�1�Bç/�&æ�YõFQÿBFG��ç/ !ê�#0�!)GF[H� -ç+%�«����0é�ç[};êUç/è�è�}��1��"/69ÝDz$.:�1 !��*�^�ëðYC�Nz$���0é[EDç+*!�
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